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ВВЕДЕНИЕ 

 

Практические занятия по учебной дисциплине ОП.01 Элементы высшей 

математики составляют важную часть теоретической и профессиональной 

практической подготовки и направлены на подтверждение теоретических 

положений и формирование практических умений и практического опыта:  

– выполнять расчеты с использованием прикладных компьютерных программ; 

– использовать сеть Интернет и ее возможности для организации оперативного 

обмена информацией; 

– использовать технологии сбора, размещения, хранения, накопления, преоб-

разования и передачи данных в профессионально ориентированных информа-

ционных системах; 

– обрабатывать и анализировать информацию с применением программных 

средств и вычислительной техники; 

– получать информацию в локальных и глобальных компьютерных сетях; 

– применять графические редакторы для создания и редактирования изобра-

жений; 

– применять компьютерные программы для поиска информации, 

составления и оформления документов и презентаций 

– базовые системные программные продукты и пакеты прикладных программ; 

– основные положения и принципы построения системы обработки и передачи 

информации; 

– устройство компьютерных сетей и сетевых технологий обработки и пере-

дачи информации; 

– методы и приемы обеспечения информационной безопасности; 

– методы и средства сбора, обработки, хранения, передачи и накопления ин-

формации; 

– общий состав и структуру персональных электронно-вычислительных ма-

шин (ЭВМ) и вычислительных систем; 

– основные принципы, методы и свойства информационных и 

телекоммуникационных технологий, их эффективность 

Практические занятия относятся к основным видам учебных занятий. 

 Выполнение студентами практических работ направлено: 

 на обобщение, систематизацию, углубление, закрепление полученных 

теоретических знаний по конкретным темам дисциплин; 

 формирование умений применять полученные знания на практике; 

 реализацию единства интеллектуальной и практической 

деятельности; 

 развитие интеллектуальных умений (аналитических, 

проектировочных, конструкторских и др.) у будущих специалистов; 

 выработку при решении поставленных задач таких профессионально 

значимых качеств, как самостоятельность, ответственность, точность, 

творческая инициатива. 
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Ведущей дидактической целью практических занятий является 

формирование практических умений – профессиональных (выполнять 

определенные действия, операции, необходимые в последующем в 

профессиональной деятельности) или учебных (решать задачи по математике, 

физике, химии, информатике и др.), необходимых в последующей учебной 

деятельности. 

Содержанием практических занятий по дисциплине являются решение 

разного рода задач, в том числе профессиональных, выполнение вычислений, 

расчетов, чертежей, работа с измерительными приборами, оборудованием, 

аппаратурой, работа с нормативными документами, инструктивными 

материалами, справочниками, составление проектной, плановой и другой 

технической и специальной документации и другое. 

Содержание практических занятий охватывают весь круг 

профессиональных умений, на подготовку к которым ориентирована данная 

дисциплина, которые в дальнейшем закрепляются и совершенствуются в 

процессе курсового проектирования, практикой по профилю специальности и 

преддипломной практикой. 

Практическое занятие проводится в учебных кабинетах или специально 

оборудованных помещениях (площадках). Продолжительность занятия – не 

менее 2-х академических часов. Необходимыми структурными элементами 

занятия, помимо самостоятельной деятельности студентов, являются 

инструктаж, проводимый преподавателем, а также организация обсуждения 

итогов выполнения работы. 

Все студенты, связанные с работой в лаборатории, обязаны пройти 

инструктаж по безопасному выполнению работ, о чем расписываются в 

журнале инструктажа по технике безопасности.  

Выполнению практических работ предшествует проверка знаний 

студентов, их теоретической готовности к выполнению задания. 

Практические работы студенты выполняют под руководством 

преподавателя. При проведении практических занятий учебная группа может 

делиться на подгруппы численностью не менее 8 человек. Объем заданий для 

практических занятий спланирован с расчетом, чтобы за отведенное время они 

могли быть выполнены качественно большинством студентов. 

Формы организации работы обучающихся на практических занятиях: 

фронтальная, групповая и индивидуальная. 

 При фронтальной форме организации занятий все студенты выполняют 

одновременно одну и ту же работу.  При групповой форме организации заня-

тий одна и та же работа выполняется бригадами по 2 - 5 человек.  При инди-

видуальной форме организации занятий каждый студент выполняет индиви-

дуальное задание.  

Отчет по практической работе представляется в печатном виде в фор-

мате, предусмотренном шаблоном отчета по практической, лабораторной ра-

боте. Защита отчета проходит в форме доклада обучающегося по выполненной 
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работе и ответов на вопросы преподавателя. 

Оценки за выполнение практических занятий могут выставляться по пя-

тибалльной системе или в форме зачета и учитываться как показатели текущей 

успеваемости студентов. 

Критерии оценки практических работ. 

Оценка «5» ставится, если учащийся выполняет работу в полном объ-

еме с соблюдением необходимой последовательности проведения опытов и 

измерений; самостоятельно и рационально монтирует необходимое оборудо-

вание; все опыты проводит в условиях и режимах, обеспечивающих получение 

правильных результатов и выводов; соблюдает требования правил безопасно-

сти труда; в отчете правильно и аккуратно выполняет все записи, таблицы, ри-

сунки, чертежи, графики, вычисления; правильно выполняет анализ погреш-

ностей. 

Оценка «4» ставится, если выполнены требования к оценке «5» , но 

было допущено два - три недочета, не более одной негрубой ошибки и одного 

недочёта. 

Оценка «3»   ставится,   если   работа  выполнена   не   полно-

стью,   но  объем выполненной   части  таков,   позволяет  получить   правиль-

ные  результаты   и выводы: если в ходе проведения опыта и измерений были 

допущены ошибки. 

Оценка «2»   ставится,   если   работа   выполнена   не   полно-

стью   и   объем выполненной части работы не позволяет сделать правильных 

выводов: если опыты, измерения, вычисления, наблюдения 

производились неправильно. 
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Практическое занятие № 1 
 

Тема: Выполнение операций над матрицами.   

1. Цель занятия: научиться производить операции над матрицами и 

определителями. 

2.Перечень справочной литературы: 

2.1. Конспект лекций. 

          2.2. Омельченко В.П., Курбатова Э.В., Математика - учебное пособие, 

Ростов – на – Дону; Феникс, 2021; 

 2.3. Горбенко Н.Н. Линейная алгебра – учебное пособие для студентов 

2-го курса по разделу дисциплины «Математика»; 

3. Краткие теоретические сведения: 

Матрицей называется множество чисел, образующих прямоугольную 

таблицу, которая содержит m строк и n столбцов. Для записи матрицы исполь-

зуется следующее обозначение: 





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

...

....

...

...

21

22221

11211

 
Любое число такого массива называется элементом матрицы. 

Ряд чисел, расположенных в матрице горизонтально, называется стро-

кой матрицы, а вертикально – столбцом.  

Количество строк в матрице обычно обозначается m, количество столб-

цов – n.  

Количество элементов в матрице называется размерностью матрицы и 

обозначается mn. 

Если число строк матрицы не равно числу столбцов (m  n), то матрица 

называется прямоугольной. Таковы, например, матрицы  

 

A=





















434241

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

aaa

,        B=
















3534333231

2524232221

1514131211

bbbbb

bbbbb

bbbbb

. 

Если число строк равно числу столбцов (m = n), то матрица называется 

квадратной. Например, квадратными являются матрицы 

A = 








2221

1211

aa

aa
,      B =





















44434241

34333231

24232221

14131211

bbbb

bbbb

bbbb

bbbb

. 

Число строк или столбцов квадратной матрицы называется ее порядком. 

Так, в последнем примере порядок матрицы A равен 2, а порядок матрицы B 
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равен 4. 

Рассмотрим квадратную матрицу порядка n: 

 

A=





















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa







21

22221

11211

....
. 

Диагональ, содержащая элементы a
11

, a
22

, …, a nn , называется главной, а 

диагональ, содержащая элементы a n1 , a 1,2 n , …, a n1 , - побочной (или вспомога-

тельной). 

Единичной матрица обозначается буквой E: 

 

E =
















100

010

001

. 

Нулевая матрица  обозначается так: 

 

0 = 





















000

....

000

000







. 

 

Умножение квадратных матриц второго порядка. 

 

Пусть                                         

,
2221

1211











аа

аа
А

  

.
2221

1211











bb

bb
В

 

 

Произведением этих матриц называется матрица 

 

С=АВ= .
2222122121221121

2212121121121111














babababa

babababa
 

Для прямоугольных матриц справедливы следующие правила: 

1) умножение матрицы А на матрицу В имеет смысл только в том случае, 

когда число столбцов матрицы А равно числу строк матрицы В; 

2) в результате умножения двух прямоугольных матриц получается мат-

рица, содержащая столько строк, сколько в первой матрице, и столько столб-

цов, сколько во второй матрице. 

Определителем (или детерминантом)  второго порядка называется 

число:   
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⌂ = 
2221

1211

aa

aa
    = а11а22 – а12 а21 

  
Диагональ, содержащая элементы, а11а22, называется главной, а диаго-

наль, содержащая элементы а12 а21 – побочной (или вспомогательной).  

Определитель второго порядка вычисляется по правилу: из произведе-

ния элементов главной диагонали вычитают произведение элементов по-

бочной диагонали. 

Определителем (или детерминантом) третьего порядка называется 

число:  

 

⌂ =  

333231

232221

131211

ааа

ааа

ааа

 = 11
a  

3332

2322

аа

аа
  - 12

a

3331

2321

аа

аа
 + 13

a

3231

2221

аа

аа
       

 

333231

232221

131211

ааа

ааа

ааа

 = а11 а22 а33 + а21 а32 а13 + а12 а23 а31 – а31 а22 а13  - а21 а33 а12 – 

- а11 а23 а32 

 

4. Решение типовых примеров: 

1. Сложить матрицы А и В, если:  

 













5

3

4

2

6

1
А ; 










6

9

4

1

2

3
В ;  







 


11

12

0

3

8

2
ВАС . 

 

Складывать можно только матрицы, имеющие одинаковые строение: или пря-

моугольные типа m×n, или квадратные равные порядка n. 

   2. Сложить матрицы А и В, если   













3

4

1

2
А

,   














41

31
В

; 

Решение.  Здесь  А и В – квадратные матрицы второго порядка. Складывая их 

соответствующие элементы, получим 


























10

71

4311

3412
ВАС

. 

  Для любой матрицы А существует матрица – А, такая, что А+(-А)=О, т. е. 

матрица, противоположная А. 

3. Умножить матрицу А=






















012

350

412

 на число к = 3. 

Решение. Умножая каждый элемент матрицы А на 3 получим: 
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3А= .

036

9150

1236























 

4. Найти линейную комбинацию 3А-2В, если 

,

730

151

042























А

  

.

402

530

214























В

 
Решение. Сначала находим произведения   А на к=3  и  В на к=-2: 

,

2190

3153

0126

3























А

  

.

804

1060

428

2























 В

 
Теперь найдем сумму полученных матриц: 

3А-2В= .

1394

7213

4102

8210940

10361503

4021286















































 

5. Найти произведение матриц А и В, если 



















321

212

113

А

,  

.

101

112

111





















В

 

Решение. Найдем каждый элемент матрицы-произведения:  

 

.41312)1(1

;103)1(211

;8132211

;11211)1(2

;102)1(112

;6122112

;11011)1(3

;201)1(113

;6112113

33332332133133

32332232123132

31332132113131

33232322132123

32232222122122

31232122112121

33132312131113

32132212121112

31132112111111



















bababac

bababac

bababac

bababac

bababac

bababac

bababaс

bababac

bababaс

 
Следовательно, 

С= .

418

116

126





















 

6. Найти матрицу С=А×В, если                  

;
2

1

0

2

4

3

32









А

  33
004

311

031



















В
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С=А×В= .
0

6

12

11

12

9

023004

013203

021034

011233

421014

411213

32






























 

7. Найти произведение АВ, если 

,

1

1

1

2

7

0

1

1

3

3

2

0



















 

А

  

.

0

1

1

1

2

3

















В

 
Решение. 

AB= 

   



















 































1024

310

39

10

011713112733

011013112033

011112112132

021110122130

 

 

 

8. Вычислить определитель второго порядка:  

 
3

1
  
4

2
= 1*4 – 2*3 = 4-6 = -2 

 
3

7
 
2

14


= -14 – 42 = -56 

9. Вычислить определители третьего порядка.  

I способ:  

987

654

321

 = 1* 
98

65
 - 2* 

97

64
 + 3* 

97

54
 = 1* (45 – 48) – 2* (36-42) + 

3* (32-35) = 0 

II способ: 

983

652

321

 = 1*5*9 + 2*6*7 + 4*3*8 – 7*5*3 – 4*2*9 – 6*8*1 

= 0 

343

352

123

 = 3*5*3 +2*3*3 + 2*4*1 – 1*5*3 – 2*2*3 – 3*3*4 = 45 +18 +8 – 15-12-

36 = 71-63 =8 

5. Задания: 

Произвести операции над матрицами. 

Вычислить определители. 

6. Порядок выполнения работы: 

6.1. Ознакомиться с литературой и изучить теоретические сведения по 

темам «Матрица» и «Определители». 

6.2. Выписать в тетрадь свой вариант задания. 
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6.3. Выполнить задание. 

7. Содержание отчета. 

7.1. Тема и цель работы. 

7.2. Решение заданий. 

7.5. Выводы, ответ. 

7.6. Ответы на контрольные вопросы. 

8. Контрольные вопросы. 

8.1. Определение матрицы; виды  матриц. 

8.2. Правила сложения и умножения матриц. 

8.3. Определение определителей 2 и 3 порядков. 

8.4. Способы вычисления определителей 3 порядка. 
 

Задания для самостоятельной работы: 

Даны матрицы: 

Вариант 1. 

1.Найти линейную комбинацию матриц   С = 2А + 3В; 

2. Найти произведение матриц   А * В; 

3. Вычислить определители матриц  А и В: 

А =  (
2 7 −5
4 3 1

−3 6 −2
)   и  В =  (

1 0 3
−2 4 5
6 2 −7

) 

Вариант 2. 

1.Найти линейную комбинацию матриц   С = 3А - 2В; 

2. Найти произведение матриц   А * В; 

3. Вычислить определители матриц  А и В: 

А =  (
6 −4 0
4 3 −2
5 0 1

)   и  В =  (
−5 4 1
0 −3 2
6 1 7

) 

Вариант 3. 

1.Найти линейную комбинацию матриц   С = 4А + 2В; 

2. Найти произведение матриц   А * В; 

3. Вычислить определители матриц  А и В: 

 

А =  (
2 1 0
3 2 1

−5 0 6
)   и В =  (

2 7 3
−5 6 −2
4 2 −1

) 

Вариант 4. 

1.Найти линейную комбинацию матриц  С = 2А - 4В 

2. Найти произведение матриц   А * В; 

3. Вычислить определители матриц  А и В: 

 

А =  (
1 2 −1
3 4 5
0 1 3

)   и В =  (
2 −5 4
7 0 −3

−3 2 1
) 
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Практическое занятие №2 

 

Тема: Решение систем линейных уравнений по формулам Крамера и  ме-

тодом Гаусса. 

Цель работы: получить практические навыки решения систем линейных 

уравнений различными способами. 
 

1.Краткие теоретические сведения 

 

  Вычисление определителей  2-го порядка. 

   Рассмотрим определитель второго порядка: 

 

  
2221

1211

aa

aa
   

  Правило вычисления определителя второго порядка: 

   определитель второго порядка равен произведению элементов главной 

диагонали минус произведение элементов побочной диагонали, т.е. 

22212211
2221

1211 aaaa
aa

aa
 . 

 

  Вычисление определителей 3-го порядка. 

   Определитель 3-го порядка вычисляют двумя способами: по правилу тре-

угольников и  разложением определителя по элементам какой-либо 

строки (столбца) 

 

   Правило треугольников. 
   В этом случае значение определителя вычисляют как сумму шести слага-

емых, каждое из которых представляет собой произведение трёх элементов 

определителя, выбираемых по следующему правилу: три произведения эле-

ментов, стоящих на главной диагонали и в вершинах  двух треугольников  





 

берутся со знаком +,  

а три произведения элементов, стоящих на побочной диагонали и в верши-

нах двух других треугольников  





  

берутся со знаком минус, т.е. вычисление определителя выполняется по сле-

дующей схеме: 
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   Разложение определителя по элементам какой-либо строки    

   (столбца). 
   В данном случае значение определителя находят как сумму произведений 

элементов какой-либо строки (столбца) определителя на их алгебраические 

дополнения: 

332211 iiiiii AaAaAa   - 

разложение по элементам i -ой строки; 3;2;1i . 

jjjjjj AaAaAa 332211   - 

разложение по элементам j -ого столбца; .3;2;1j  

 

  Метод Крамера решения систем линейных уравнений. 

   Решение квадратной системы n линейных уравнений с n  неизвестными в 

этом случае находят по формулам Крамера:  

 














 n

nxxx ,...,, 2
2

1
1 , 

где 

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

...

................

...

...

21

22221

11211

 - 

основной определитель системы, 

n ...,,, 21  - вспомогательные определители, получаемые из основного за-

меной j -го столбца на столбец свободных членов. 

   Если основной определитель системы 0 , то система имеет единственное 

решение (совместна и определена). 

   Если основной определитель и вспомогательные определители равны 0 , 

т.е. 

n ...21 ,  

то система имеет бесконечное множество решений (совместна и не опреде-

лена).  

   Если основной определитель системы 0  и  какой-либо вспомогательный 

определитель отличен от 0 , то система несовместна, т.е. решений не имеет.      

     

   Метод Гаусса решения систем линейных уравнений. 
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         Суть метода Гаусса состоит в  следующем: 

a) Составляют расширенную матрицу системы (записывают матрицу ко-

эффициентов, через вертикальную черту от неё записывают столбец свобод-

ных членов) 

b) С помощью элементарных преобразований основную матрицу системы 

(матрицу коэффициентов) приводят к единичному виду. Тогда в столбце сво-

бодных членов получают решение системы. 

 

 

2.  Методика  решения типовых  задач 

 

2.1 Пример 1. Вычислить определитель 
73
42

 . 

     Решение. По правилу вычисления определителя 2-го порядка имеем: 

 

.212144372
73
42

  

      Пример 2. Вычислить определитель 
1000lg1log

27log8log

5

3

12

 . 

      Решение. Заменим логарифмы, являющиеся элементами определителя, их 

значениями: 

31000lg,01log,327log,38log 5

3

12  , 

тогда получим 

  .93033
30
33




  

 

     Пример 3. Вычислить определитель 3-го порядка  
942
321
532

  по правилу 

треугольников: 

   Решение.  

     541233922
942
321
532

942
321
532

942
321
532

 

 

      20201836234931522 .152427   

     Пример 4. Вычислить определитель 3-го порядка .
514

132
111


 разложением 

по элементам какой-либо строки (столбца). 
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   Решение. Вычислим данный определитель разложением по элементам пер-

вой строки: 

   











 410115

14

32
1

54

12
1

51

13
1   .10101414122   

2.2 Пример 5. Решить систему уравнений методом Крамера 

 















10543

,5332

,82

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

   Решение. Составим и вычислим основной и вспомогательные определители 

системы разложением по элементам первой строки: 

 

















43

32
1

53
32

2
54
33

1
543
332

121
 

=   4191021215  . 

 

















410

35
510
35

2
54
33

8
5410
335

128

1  

=       410102430203025212158  . 

 

  .8585152091083025

103
52

53
32

8
510
35

5103
352

181

2













 

 

    .1281010988152022030

43
32

8
103

52
2

104
53

1043
532

821

3



















 

   По формулам Крамера находим неизвестные системы: 

.3
4

12
,2

4

8
,1

4

4 3
3

2
2

1
1 














 xxx  

   Ответ:  3;2;1  

    

  2.3  Пример 6.    Решить методом Гаусса систему уравнений:    















432

,1332

,72

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

   Решение. Составим расширенную матрицу системы:   
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4
13
7

132
321
211

. 

   Для того, чтобы привести основную матрицу к диагональному виду, будем 

обнулять все диагональные элементы с помощью элементарных преобразова-

ний. 

   Например, возьмём сначала в качестве ведущего элемента 111 a и обнулим 

элементы первого столбца из второй и третьей строки с помощью следующих 

элементарных преобразований: 

 

1312 2, cccc  , 

тогда получим: 






































10
6
7

310
130
211

4
13
7

132
321
211

. 

   Теперь в качестве ведущего элемента удобнее выбрать элемент 132 a  и 

обнулить элементы второго столбца второй и первой строки с помощью сле-

дующих элементарных преобразований: 

3231 3, cccc  , 

после чего получим 

 







































10
24

17

310
800

501

10
6
7

310
130
211

. 

   Вторую строку последней матрицы можно разделить на -8, а третью строку 

на -1, тогда имеем 






















10
24

17

310
800

501















10
3

17

310
100
501

. 

   Теперь выбираем в качестве ведущего элемента 123 a  и обнулим элементы 

третьего столбца первой и третьей строки с помощью следующих преобразо-

ваний: 

2123 5,3 cccc  , 

тогда получим: 















10
3

17

310
100
501
















1
3
2

010
100
001

.  

   Для того чтобы привести основную матрицу к единичному виду и получить 

окончательный ответ, переставим местами вторую и третью строку матрицы: 
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1
3
2

010
100
001
















3
1
2

100
010
001

. 

   Ответ:  3;1;2 . 

 

3. Порядок выполнения практической работы 

 

3.1 Изучить краткие теоретические сведения. 

3.2 Решить задания своего варианта (Приложение) 

3.3 Ответить на контрольные вопросы 
 

4. Содержание отчёта 

 

4.1 Тема и цель работы. 

4.2 Решение заданий. 

4.3 Ответы на контрольные вопросы. 

 

5. Контрольные вопросы 

 

5.1 Что называется определителем? 

5.2 Что называется элементами определителя? 

5.3 Что называется порядком определителя? 

5.4 Сформулируйте правило вычисления определителя второго порядка. 

5.5 Что называется минором элемента определителя? 

5.6 Что называется алгебраическим дополнением элемента определи-

теля? 

5.7 Какими способами вычисляются определители третьего порядка. В 

чём заключается каждый из этих способов? 

5.8 Что значит решить систему линейных уравнений? 

5.9 Что представляет собой решение системы n линейных уравнений с 

n  неизвестными? 

5.10 Как называется система, имеющая решения? 

5.11 Как называется система, имеющая одно решение? 

5.12 Как называется система, имеющая более одного решения? 

5.13 Как называется система, не имеющая ни одного решения? 

5.14 Запишите формулы Крамера для решения систем линейных уравне-

ний. 

5.15 В чём заключается метод Гаусса решения систем линейных уравне-

ний? 

 

6. Список литературы 
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6.1 Алексеева Е.В. Основы линейной алгебры: учебное пособие для сту-

дентов 2-го курса технических специальностей  по разделу дисциплины 

«Элементы высшей математики», «Математика». 

         6.2 Конспект теоретических занятий 

 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

 

ВАРИАНТ 1 ВАРИАНТ 2 

№1. Вычислить определители 2-го 

порядка: 

 

24

10 
, 

03

75
, 

42

115




 

 

№2. Вычислить определитель 3-го 

порядка разложением по элементам 

какой-либо строки (столбца) и пра-

вилу треугольников: 

702

111

024





 

 

№3. Решить систему уравнений мето-

дом Крамера,  методом Гаусса: 















332

,42

,1033

zyx

zy

zyx

 

№1. Вычислить определители 2-го 

порядка: 

 

35
12

, 
06
34 

, 
68
34 

 

 

№2. Вычислить определитель 3-го 

порядка разложением по элементам 

какой-либо строки (столбца) и пра-

вилу треугольников: 

420
113
201





 

 

№3. Решить систему уравнений ме-

тодом Крамера,  методом Гаусса: 















732

,23

,1562

31

321

321

xx

xxx

xxx

    

ВАРИАНТ 3 ВАРИАНТ 4 

№1. Вычислить определители 2-го 

порядка: 

 

24
13




, 
03
21




, 
410
25




 

 

№2. Вычислить определитель 3-го 

порядка разложением по элементам 

какой-либо строки (столбца) и пра-

вилу треугольников: 

502
113
012




 

№1. Вычислить определители 2-го 

порядка: 

 

55
1213

, 
82

03


, 
53

3018



. 

 

№2. Вычислить определитель 3-го 

порядка разложением по элементам 

какой-либо строки (столбца) и по 

правилу треугольников: 

025
431
104





. 
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№3. Решить систему уравнений мето-

дом Крамера,  методом Гаусса: 















158

,6274

,432

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

№3. Решить систему уравнений ме-

тодом Крамера,  методом Гаусса: 















12

,1142

,23

21

321

321

xx

xxx

xxx

    

ВАРИАНТ 5 ВАРИАНТ 6 

№1. Вычислить определители 2-го 

порядка: 

 

51

24 
, 

01

73


, 

12

421


 

 

№2. Вычислить определитель 3-го 

порядка разложением по элементам 

какой-либо строки (столбца) и пра-

вилу треугольников: 

100

142

631

 

№3. Решить систему уравнений мето-

дом Крамера,  методом Гаусса: 















4552

,553

,327

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№1. Вычислить определители 2-го 

порядка: 

 

143

10


, 

31

102


, 

65

31


 

 

№2. Вычислить определитель 3-го 

порядка разложением по элементам 

какой-либо строки (столбца) и пра-

вилу треугольников: 

032

111

425







 

№3. Решить систему уравнений ме-

тодом Крамера,  методом Гаусса: 















12

,1142

,23

yx

zyx

zyx

 

 

ВАРИАНТ 7 ВАРИАНТ 8 

№1. Вычислить определители 2-го 

порядка: 

 

22

26


, 

10

64 
, 

11

29


 

 

№2. Вычислить определитель 3-го 

порядка разложением по элементам 

какой-либо строки (столбца) и пра-

вилу треугольников: 

№1. Вычислить определители 2-го 

порядка: 

 

14

25 
, 

03

63


, 

44

15 
 

 

№2. Вычислить определитель 3-го 

порядка разложением по элементам 

какой-либо строки (столбца) и пра-

вилу треугольников: 



 
 

 

 

21 

031

111

124





 

№3. Решить систему уравнений мето-

дом Крамера,  методом Гаусса: 

 














1235

,52

,42

zyx

zyx

zyx

 

 

 

145

213

281





 

№3. Решить систему уравнений ме-

тодом Крамера,  методом Гаусса: 

 














2

,3225

,323

zyx

zyx

zyx

 

ВАРИАНТ 9 ВАРИАНТ 10 

№1. Вычислить определители 2-го 

порядка: 

 

41

10




, 

13

22 
, 

72

101
 

 

№2. Вычислить определитель 3-го 

порядка разложением по элементам 

какой-либо строки (столбца) и пра-

вилу треугольников: 

081

321

1015





 

№3. Решить систему уравнений мето-

дом Крамера,  методом Гаусса: 















1354

,3465

,5243

zyx

zyx

zyx

 

№1. Вычислить определители 2-го 

порядка: 

 

25

23
, 

11

212


, 

32

29


 

 

№2. Вычислить определитель 3-го 

порядка разложением по элементам 

какой-либо строки (столбца) и пра-

вилу треугольников: 

712

323

034

 

№3. Решить систему уравнений ме-

тодом Крамера,  методом Гаусса: 















329

,763

,332

zyx

zyx

zyx
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Практическое занятие №3 

 

Тема: Нахождение обратной матрицы. Решение систем линейных уравне-

ний матричным методом 

 

Цель работы: получить практические навыки вычисления определителей, 

действий с матрицами и решения систем линейных уравнений.  
 

1. Краткие теоретические сведения: 

 

  Операции над матрицами. 

  1. Умножение матрицы на число. 
    Матрицу можно умножать на число, при этом каждый элемент матрицы 

умножают на это число. 

 2. Сложение матриц. 

   Складывать можно матрицы только  одного размера, при этом матрицы скла-

дываются поэлементно, т.е. суммой матриц 
mxnmxn
BA   с элементами ija  и ijb  со-

ответственно является матрица 
mxn
C  с элементами ijijij bac  .  

 3. Вычитание матриц. 

   Вычитание матриц производится аналогично сложению.    

 4.  Умножение матриц. 
   Умножать можно только две согласованные матрицы, т.е. такие, что число 

столбцов первой матрицы равно числу строк второй матрицы. 

   Произведением матриц 
kxnmxk
BA   называется такая матрица 

mxn
C , каждый эле-

мент которой c
ij

 равен сумме произведений элементов i -ой строки матрицы 

A  на соответствующие элементы j -го столбца матрицы B : 

 mjmi

babababac
k

s

sjiskjikjijiij



 


1,1

...
1

2211
. 

   5. Возведение в степень. 

   Целой положительной степенью m
A  квадратной матрицы A  называется 

произведение m  матриц, равных A , т.е. 

AAAAA
m

... . 

   Из определения ясно, что операция возведения в степень определена только 

для квадратных матриц.   

   6.  Транспонирование матрицы. 

   Транспонирование матрицы - это переход от матрицы A  к матрице T
A , по-

лучаемой из исходной матрицы  переменой местами строк и столбцов. 
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A





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

...

................

...

...

21

22221

11211



,           
T

A





















mnnn

m

m

aaa

aaa

aaa

...

................

...

...

21

22212

12111

. 

    

   Обратная матрица. 

    Матрица 1
A  называется обратной по отношению к квадратной мат-

рице A , если при умножении этой матрицы на данную как справа, так и слева 

получается единичная матрица E , т.е.  

.
11

EAAAA 
  

        Правило нахождения обратной матрицы: 

1.  Находим определитель исходной матрицы. Если 0A , то обратная мат-

рица существует и единственная. 

2.  Находим обратную матрицу по формуле: 



























nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

A
A

...

....................

...

...

1

21

22212

12111

1  , 

где - алгебраические дополнения к элементам ija  матрицы .A  

   3. Проверяем правильность нахождения обратной матрицы по формуле  

1
1



AA . 

Решение систем n  линейных уравнений с n  неизвестными матричным 

способом. 

   Пусть есть квадратная система линейных уравнений 

 



















nxnnnnn

nn

nn

bxaxaxaxa

bxaxaxaxa

bxaxaxaxa

...

..............................................

,...

,...

322211

22323222121

11313212111

 

   Решением данной системы будет 

 будет матрица – столбец X , которую находят по формуле 

BAX 
1 . 

ijA
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где A





















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

...

...................

...

...

21

22221

11211

 - матрица коэффициентов системы,























nx

x

x

X
...

2

1

 - мат-

рица-столбец переменных,























nb

b

b

B
...

2

1

- матрица-столбец свободных членов. 

 

    

2. Методика  решения типовых  задач 

 

   2.1  Пример 1. Вычислить произведение матриц BA  , если  

 

A 








013

201
, B





















102

415

101

. 

   Решение. Матрицы A  и B  являются согласованными, т.к.  матрица A  

имеет 3 столбца, а матрица B  имеет 3 строки, поэтому умножение матриц 

возможно и в результате получим матрицу 
323332 xxx

CBA  . 

   Вычислим элементы матрицы-произведения C  следующим образом: 

 

C
   

    












104113001103205113

124011121001225011
= 







 

712

325
. 

    Пример 2. Даны матрицы  

































103
112
201

,
113
111
312

BA . 

   Найти: т
BAC 32    

 

   Решение. Найдём 































226
222
624

113
111
312

22 A , 


















112
010
321

m
B , 
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3


































336
030
963

112
010
321

3
m

B , 

   подставим в выражение для матрицы C  найденные матрицы A2  и m
B3 , 

окончательно получим: 

C 















226
222
624

32
m

BA














 336
030
963


















510
252

1587
. 

  2.2  Пример 3. Найти матрицу, обратную к матрице 














 



211

112

111

A .   

   Решение. Вычислим определитель матрицы A : 

 

 

 

   Т.к. 0A , то обратная матрица существует. 

 

   Найдём ijA : 

 

   

  .321
12

11
1

1)21(
12

11
)1(211

11

11
)1(

2)11(
11

11
)1(112

21

11
)1(

3)12(1
21

11
)1(112

11

12
)1(

3)14(
21

12
1112

21

11
1

33

33

23

32

13

31

32

23

22

22

12

21

31

13

21

12

11

11

































A

AA

AA

AA

AA

 

 

    Найдём обратную матрицу по формуле: 

  05121412
11

12
1

21

12
1

21

11
1

211

112

111





A
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.

5

3

5

2

5

1

5

1

5

1

5

3

5

2

5

3

5

1

321

113

231

5

11










































A  

2.3Пример 4. Решить систему уравнений  















82

,112

,3

321

321

321

xxx

xxx

xxx

   матричным способом. 

   Решение. Обозначим:  











































 


8
11
3

,,
211
112
111

3

2

1

B

x

x

x

XA . 

   Тогда в матричной форме данная система имеет вид:  

.BXA    
   Вычислим определитель матрицы A : 

05121412
11
12

21
12

21
11

211
112
111

det 


A  

  Т.к. 0det A , то матрица A  - невырожденная и существует  и единственна 

обратная матрица 1
A . 

   Обратную матрицу 1
A  находим по формуле 

 




















332313

322212

312111

1

det

1

AAA

AAA

AAA

A
A . 

   Вычислим ijA : 

.3
12
11

,1
12
11

,2
11
11

,2
11
11

,1
21
11

,3
21
11

,
11
12

,3
21
12

,1
11
12

333231

232221

131211



















AAA

AAA

AAA

 

 

   Получили  























321
113
231

5

11
A , 
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тогда 

.
1
2
4

5
10
20

5

1

8311231

8111133

8211331

5

1

8
11
3

321
113
231

5

11

























































































BAX  

 

Ответ:  1;2;4 . 

 

 

3. Порядок выполнения практической работы 

 

3.1 Изучить краткие теоретические сведения. 

3.2 Решить задания своего варианта (Приложение) 

3.3 Ответить на контрольные вопросы 

 

4. Содержание отчёта 

 
4.1 Тема и цель работы. 

4.2 Решение заданий. 

4.3 Ответы на контрольные вопросы. 
 

5. Контрольные вопросы 

 

5.1 Дайте определение матрицы. 

5.2 Что называется элементами матрицы? 

5.3 Как выполняют сложение (вычитание) матриц? 

5.4 Как матрицу умножают на число? 

5.5 Какие матрицы можно складывать и вычитать? 

5.6 Какие матрицы можно умножать драг на друга? 

5.7 Как осуществляется умножение матриц? 

5.8 Какую матрицу можно возводить в целую положительную степень? 

5.9 Что представляет собой матрица m
A ? 

5.10 Как осуществляется операция транспонирования матриц? 

5.11 Какая матрица называется обратной к данной матрице? 

5.12 Какие матрицы могут иметь обратные матрицы? 

5.13 Сформулируйте необходимое и достаточное условия существования 

обратной матрицы. 

5.14 Сформулируйте правило нахождения обратной матрицы. 

5.15 Какие элементарные преобразования можно выполнять с матрицами? 

5.16 Запишите  формулу решения системы линейных уравнений матрич-

ным способом. 
 

6.Список справочной литературы 
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6.1 Алексеева Е.В. Основы линейной алгебры: учебное пособие для студен-

тов 2-го курса технических специальностей  по разделу дисциплины «Эле-

менты высшей математики», «Математика». 

6.2 Конспект теоретических занятий 

 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

 
 

ВАРИАНТ 1 ВАРИАНТ 2 

 

№1. Даны матрицы: 





































513
114
302

,
132

103
412

BA

 

Найти: 1
23


 BBA

m   

 

№2. Решить систему матричным ме-

тодом: 















1354

,3465

,5243

zyx

zyx

zyx

 

 

 

№1. Даны матрицы 





































513
114
302

,
132

103
412

BA

 

Найти: 1
32


 AAB

m  

 

№2. Решить систему матричным ме-

тодом: 















329

,763

,332

zyx

zyx

zyx

 

ВАРИАНТ 3 ВАРИАНТ 4 

 

№1. Даны матрицы 





































513
114
302

,
132

103
412

BA

 

Найти: 1
35


 BBA

m  

 

№2. Решить систему матричным ме-

тодом: 

 















1235

,52

,42

zyx

zyx

zyx

 

 

 

№1. Даны матрицы: 





































513
114
302

,
132

103
412

BA

 

Найти: 1
42


 AAB

m   

 

№2. Решить систему матричным ме-

тодом: 

 















2

,3225

,323

zyx

zyx

zyx
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Практическое занятие №4 

 

Тема: Действия над комплексными числами в алгебраической, тригоно-

метрической и показательной формах. 

Цель работы: получить практические навыки выполнения действий с ком-

плексными числами в различных формах записи, нахождения модуля и аргу-

мента комплексного числа, решения квадратных уравнений с отрицательным 

дискриминантом. 

 

1. Краткие теоретические сведения 

 

Комплексным числом z называется выражение вида 

 

iyxz  , 

 

где yx,  - действительные числа, i  - мнимая единица  

1
2

i . 

 

x  - действительная часть комплексного числа  zRe , 

y  - мнимая часть комплексного числа.  zIm  

 
 

   Два комплексных числа 111 iyxz   и 222 iyxz   называются равными, 

если  равны их действительные и мнимые части: 

2121 , yyxx    

    

   Два комплексных числа iyxz   и iyxz  , отличающиеся лишь знаком 

мнимой части, называются сопряженными. 
 

    Запись комплексного числа  

iyxz  , 

 

 называется  алгебраической формой записи     комплексного числа z. 

 
 

   Действия с комплексными числами в  алгебраической форме записи. 

 

1. Сложение  

    Суммой двух комплексных чисел 111 iyxz   и 222 iyxz   называется 

комплексное число, определяемое равенством: 

 
   212121 yyixxzzz   
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2. Вычитание  

    Разностью двух комплексных чисел 111 iyxz   и 222 iyxz  называется 

комплексное число: 

        212121 yyixxzzz   

 

3. Умножение  

    Произведением комплексных чисел 111 iyxz   и 222 iyxz   называется 

комплексное число: 

   1221212121 yxyxyyxxzzz   

  

    На практике, чтобы выполнить умножение комплексных чисел   

 

 21 zz  11 iyx   22 iyx   

 

нужно раскрыть скобки, заменить 1
2

i , а затем привести подобные слагае-

мые. 
 

4. Деление  

    Частное двух  комплексных чисел 1z  и 02 z  находят по следующему пра-

вилу:  

числитель и знаменатель дроби 
2

1

z

z
 умножают на число 2Z , сопряженное зна-

менателю, раскрывают скобки,  заменяют 1
2

i , приводят подобные слагае-

мые  и почленно делят числитель на знаменатель. 
 

 

   Возведение в степень комплексного числа и извлечение корня n -ой степени 

из комплексного числа в алгебраической форме не выполняют. 

 

   Геометрическое изображение комплексного числа. 

 

   Комплексное число iyxz  , изображают на координатной плоскости в 

виде радиус-вектора, конец которого имеет координаты  yx;   

 

 

   Длина радиус-вектора называется модулем комплексного числа, обознача-

ется r  и вычисляется по формуле: 
22

yxr   

 

   Угол, который радиус-вектор, изображающий комплексное число, образует  
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с положительным направлением оси OX , называется аргументом комплекс-

ного числа и обозначается  . 

 

   Аргумент комплексного числа удобно определять с помощью следующей 

таблицы: 

 

Четверть, в которой находится ра-

диус-вектор, изображающий ком-

плексное число 

Формула для определения аргумента 

 

I 

 

0   

 

II,  III 

 

  0  

 

IV 

 

 20   

 

где 0  определяют по формуле: 

x

y
arctg0 . 

 Тригонометрическая форма записи комплексного числа: 

 

  sinsin irz   

 

   Показательная форма записи комплексного числа: 

 
i

erz   

 

   Действия с комплексными числами в тригонометрической и показа-

тельной формах записи: 

 

Действие Тригонометрическая форма записи 

 1111 sinsin  irz   

 2222 sinsin  irz   

 

Показательная 

форма записи 
1

11

i
erz   

2

22

i
erz   

 

 

Умноже-

ние 

 
    21212121 sincos   irrzz  

 

 
 21

2121

 


i
errzz  

 

Деление  
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    2121

2

1

2

1 sincos   i
r

r

z

z
  21

2

1

2

1  


i
e

r

r

z

z
 

 

Возведе-

ние в це-

лую сте-

пень 

 

 

  ninrz
nn

sincos   

 

 
innn

erz   

 

Извлече-

ние 

корня n -

ой сте-

пени 

 








 





n

k
i

n

k
rz n

k

 2
sin

2
cos , 

 10  nk  

 

n

k
i

n
k erz

 2


 , 

 10  nk  

 

2.  Методика  решения типовых  задач 

 

2.1 Пример 1. Выполнить действия в алгебраической форме 

  

   ii

ii





331

7657
. 

 

 Решение.   В числителе дроби раскроем скобки, а в знаменателе выполним 

сложение комплексных чисел, сложив соответственно действительные и мни-

мые части: 

 

  

    i

i

i

i

i

iii

ii

ii

44

1977

44

193542

44

35304942

331

7657
2



















. 

 

    Умножим теперь числитель и знаменатель дроби на выражение i44  , со-

пряжённое знаменателю: 

   

   
i

i

i

iii

ii

ii
12

16

117

32

384234

1616

7676308308

4444

441977
2

2













. 

 

2.2 Пример 2. Даны числа iziz
3

1

3

1
,

2

3

2

1
21  . Выполнить в тригоно-

метрической форме записи 3
121 , zzz  , в показательной форме 

2

1

z

z
, 

4

2z . 

Решение. Найдём модули и аргументы чисел 1z  и 2z : 

1
2

3

2

1
22

1 






















r . 
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3

2

3

1

3

1
22

2 
















r . 

   Радиус-вектор, изображающий число 1z  находится в IV четверти, поэтому 

аргумент числа 1z  находим по формуле 

 

3

5
2

3
232

2

1

2

3

201





 



 arctgarctg  

   Радиус-вектор, изображающий число 2z  находится в III четверти, поэтому 

аргумент числа 2z  находим по формуле 

 

4

5

4
1

3

1

3

1

202





 





 arctgarctg  

   Запишем числа 1z  и 2z в тригонометрической и показательной формах: 

3

5
sin

3

5
cos1


iz  , 










4

5
sin

4

5
cos

3

2
2


iz  

i

ez 3

5

1



 ,   
i

ez 4

5

2
3

2


 . 

 

 

   Найдём 21 zz   (см. таблицу): 















































12

11
sin

12

11
cos

3

2

12

35
sin

12

35
cos

3

2

4

5

3

5
sin

4

5

3

5
cos

3

2
21





i

i
iizz

 

 

   Найдём 3
1z  (см. таблицу): 

   
9

5
sin

9

5
cos,0 0,1


izk   

   
9

11
sin

9

11
cos

3

2
3

5

sin
3

2
3

5

cos,1 1,1









iizk 
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9

17
sin

9

17
cos

3

4
3

5

sin
3

4
3

5

cos,2 2,1









iizk 







  

 

   Найдём 
2

1

z

z
 (см. таблицу): 

ii

ee
z

z
12

5

4

5

3

5

2

1

2

23

3

2

1













 

 

   Найдём 4

2z  (см. таблицу): 

ii
i

eeez




81

4

81

4

3

2 54

5
4

4

4

2 


















 

2.3   Пример 3. Решить уравнение с отрицательным дискриминантом 

.0134
2

 xx  
 

   Решение. Вычислим дискриминант квадратного уравнения: 

3613444
22

 acbD . 

   Представим 
2

3636136 i  
Воспользуемся формулой корней квадратного уравнения, получим 

 

i
ii

a

Db
x 32

2

64

2

364

2

2

2,1 








 . 

   Таким образом, корнями квадратного уравнения с отрицательным дискри-

минантом являются два комплексно сопряжённых числа. В данном случае  

iziz 32,32 21   

3. Порядок выполнения практической работы 

 

3.1 Изучить краткие теоретические сведения. 

3.2 Решить задания своего варианта (Приложение) 

3.3 Ответить на контрольные вопросы 
 

4. Содержание отчёта 

 

4.1 Тема и цель работы. 

4.2  Решение заданий. 

4.3 Ответы на контрольные вопросы. 
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5.Контрольные вопросы 

 

5.1 Дайте определение комплексного числа. 

5.2 Что называется мнимой единицей? 

5.3 Как записывают комплексное число в алгебраической форме? 

5.4 Как выполняют сложение, вычитание, умножение и деление ком-

плексных чисел в алгебраической форме записи? 

5.5 Как геометрически изображают комплексное число? 

5.6 Что называется  модулем и аргументом комплексного числа? Запи-

шите формулу вычисления модуля и аргумента. 

5.7 Как записывают комплексное число в тригонометрической форме, в 

показательной форме? 

5.8 Как выполняют умножение, деление, возведение в степень и извле-

чение корня целой степени в тригонометрической и показательной фор-

мах записи (запишите формулы)? 

 

6.Список справочной литературы 

 

6.1 Дадаян А.А. Математика: Учебник для     СПО.- М.: Инфра-М, 2021.- 

544с. 

6.2   Дадаян А.А. Сборник задач по математике: Учебное пособие для 

СПО / А.А. Дадаян.- М.: Форум, 2018.- 352с. 

6.3 Конспект теоретических занятий. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

 

ВАРИАНТ №1 ВАРИАНТ №2 

 

 

№1. Выполнить действия в алгебра-

ической форме: 

   

   ii

ii

2332

32




 

 

 

 

№2. Даны числа iz
7

3

7

1
1   и 

iz 
5

3

5

3
2 . 

 

 

 

 

№1. Выполнить действия в алгебраи-

ческой форме: 

   

   ii

ii





23

354
 

 

 

 

№2. Даны числа iz
8

3

8

1
1   и 

iz  312 . 
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a) Записать числа 1z  и 2z  в 

тригонометрической и пока-

зательной формах, геомет-

рически изобразить эти 

числа. 

 

b) Найти 21 zz   и 
2

1

z

z
 в триго-

нометрической форме. 

 

 

 

c) Найти 3
1z  в показательной 

форме. 

 

 

 

 

 

№3. Решить уравнение: 

052
2

 xx  
 

a) Записать числа 1z  и 2z  в триго-

нометрической и показатель-

ной формах, .геометрически 

изобразить эти числа. 

 

b) Выполнить действия в   триго-

нометрической  форме 
2

1

z

z
,   

3

1z . 

 

 

c)  Выполнить действия в показа-

тельной форме 3
221 , zzz  . 

 

 

 

 

№3. Решить уравнение: 

0258
2

 xx  
 

 

 

ВАРИАНТ №3 ВАРИАНТ №4 

 

 

№1. Выполнить действия в алгебра-

ической форме: 

   

   ii

ii

222

413




 

 

 

 

№2. Даны числа iz
2

2

2

2
1   и 

iz  3442 . 

 

 

 

 

 

№1. Выполнить действия в алгебраи-

ческой форме: 

   

   ii

ii

4354

6775




 

 

 

 

№2. Даны числа iz
3

3

3

1
1   и 

iz 
4

3

4

3
2 . 
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a) Записать числа 1z  и 2z  в 

тригонометрической и пока-

зательной формах, геомет-

рически изобразить эти 

числа. 

 

b) Выполнить действия в   три-

гонометрической форме 

21 zz  ,   3
1z . 

 

 

c) Выполнить действия в пока-

зательной форме 
3

2

1

2 , z
z

z
. 

 

 

 

№3. Решить уравнение: 

0186
2

 xx  

 

 

a) Записать числа 1z  и 2z  в три-

гонометрической и показа-

тельной формах, геометриче-

ски изобразить эти числа. 

 

b) Выполнить действия в   триго-

нометрической  форме 5

2z ,   

4
1z  

 

 

c) Выполнить действия в показа-

тельной форме 21

2

1 , zz
z

z
 . 

 

 

 

№3. Решить уравнение: 

0178
2

 xx  
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Практическое занятие №5 

 

Тема: Векторное и смешанное произведение векторов, его практическое 

применение. 

 

Цель работы: получить практические навыки использования векторного и 

смешанного произведения векторов при решении  практических задач. 

 

1. Краткие теоретические сведения 

 

Скалярным произведением двух ненулевых векторов a

 и b


называ-

ется число, равное произведению длин этих векторов на косинус угла между 

ними. Обозначается: ba

 . Таким образом, 

cos baba


 

Если векторы a

и b


заданы своими координатами );;(
111
zyxa 


и );;(

222
zyxb 



, то скалярное произведение можно вычислить по формуле: 

212121
zzyyxxba 


 

 

  Длина вектора );;(
111
zyxa 


 вычисляется по формуле: 

2

1

2

1

2

1
zyxa 


 

или по формуле: 
222
)()()( нкнкнк zzyyxxBAa 


, 

где даны координаты точек  );;(
ннн
zyxА  - начало вектора и  );;(

ккк
zyxВ  - ко-

нец вектора. 

 

Угол между векторами );;(
111
zyxa 


и );;(

222
zyxb 


 вычисляется по формуле: 

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121cos
zyxzyx

zzyyxx




 . 

 

Три некомпланарных вектора a

,  b


 и с


, взятые в указанном порядке, обра-

зуют правую(левую) тройку, если с конца вектора с


 кратчайший поворот от 

первого вектора a

 ко второму вектору b


виден совершающимся против часо-

вой стрелки, (соответственно,  по часовой стрелке). 

 

Векторным произведением неколлинеарных векторов a

 и b


называется век-

тор с


, определяемый условиями: 

1)длина вектора с


равна площади параллелограмма, построенного на векто-

рах a

 и b


как на сторонах, т.е. sin baс


; 

2)вектор с


перпендикулярен векторам a

 и b


, т.е. aс


  и bс


 ; 

3)векторы a

,  b


 и с


образуют правую тройку. 
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Векторное произведение обозначается ba


  или  ba

,  

 

Если векторы коллинеарные, то 0 ba


 

Если векторы a

 и b


заданы своими координатами );;(

111
zyxa 


и 

);;(
222
zyxb 


, то векторное произведение можно вычислить по формуле: 

 

222

111

zyx

zyx

kji

ba




   или 
















22

11

22

11

22

11
;;

yx

yx

zx

zx

zy

zy
ba


 

 

Для вычисления площади параллелограмма, построенного на векторах a

 и 

b


применяется формула: baS


  

 

Смешанным произведением трех векторов a

,  b


 и с


 называется число, рав-

ное скалярному произведению векторов ba


  на вектор с


. 

Обозначается смешанное произведение: сba

. Таким образом: cbaсba


 )(  

 

Геометрически смешанное произведение интерпретируется как число, равное 

объему параллелепипеда, построенного на векторах a

,  b


 и с


, как на ребрах. 

Смешанное произведение положительно, если данные векторы образуют пра-

вую тройку, и отрицательно – если левую.  

 

Если векторы a

,  b


 и с


компланарные, то 0сba


 

 

Если векторы a

 , b


 и с


заданы своими координатами );;(
111
zyxa 


и 

);;(
222
zyxb 


, );;( 333 zyxс 


то смешанное произведение можно вычислить по 

формуле: 

 

333

222

111

zyx

zyx

zyx

сba 


.Если 0

сba , то a


 , b


 и с


 - правая тройка, если 0

сba , то a


 , 

b


 и с


 - левая тройка. 

 

Объем параллелепипеда, построенного на векторах a

 , b


 и с


вычисляется 

по формуле: 

333

222

111

zyx

zyx

zyx

cbaV 


 

Объем треугольной пирамиды( тетраэдра), построенной на векторах a

 , b
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и с


вычисляется по формуле: 

333

222

111

6

1

6

1

zyx

zyx

zyx

cbaV 


 

 

2. Методика  решения типовых  задач 

 

   2.1     Пример 1. Даны вершины треугольника )1;3;2( А , )2;1;4( В  и 

)2;0;1(С  

Найти внутренний угол при вершине С. 

 

Решение. 

Угол   при вершине С есть угол между векторами  ВС


 и АС


. Определим ко-

ординаты этих векторов: 

),4;1;3()22;01;14( ВС


 

).3;3;1()21;03;12( АС


 

Найдем их длины (модули): 

261619 ВС


,  19991 АС


. 

Согласно формуле вычисления угла между векторами, получим: 

494

18

1926

)3)(4(3113
cos 











АСВС

АСВС




 . 

 Следовательно, получим: 

494

18
arccos . 

  

2.2  Пример 2. Найти площадь треугольника с вершинами )0;2;1(А , )1;2;3(В  

и )2;1;2(С . 

Решение. 

Площадь треугольника АВС равна половине площади параллелограмма, по-

строенного на векторах ВА


 и СА


, т.е. САВАS



2

1
. Имеем: )1;0;2(ВА


, 

)2;1;3( СА


. Тогда по формуле вычисления векторного произведения, полу-

чим: 

 





















13

02
;
23

12
;
21

10
САВА


, 

 т.е. ).2;7;1(  АСВА


 Следовательно, 4491
2

1
S ,  

2

63
S . 

 

2.3  Пример 3. Даны вершины пирамиды (тетраэдра) )4;1;5( А , )1;2;1( В  ,  
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)4;3;3( С , )2;2;2(D  

Решение. 

Найдем координаты векторов: 

)3;1;4(ВА


 

)0;2;2(СА


 

)6;1;3(DА


. 

И, согласно формуле объема треугольной пирамиды и формуле вычисления 

смешанного произведения векторов, получим: 

424
6

1
36618

6

1

022

314

613

6

1

6

1








 DАСАВАV


 

 

3. Порядок выполнения практической работы 

 

3.1 Изучить краткие теоретические сведения. 

3.2 Решить задания своего варианта (Приложение) 

3.3 Ответить на контрольные вопросы 

 

4. Содержание отчёта 

 
4.1 Тема и цель работы. 

4.2 Решение заданий. 

4.3 Ответы на контрольные вопросы. 
 

 

5.Контрольные вопросы 

 

5.1 Дайте определение скалярного произведения векторов. 

5.2 Запишите формулу скалярного произведения векторов. 

5.3 Дайте определение векторного произведения векторов. 

5.4 Запишите формулу векторного произведения векторов. 

5.5 Дайте определение смешанного произведения векторов. 

5.6 Запишите формулу смешанного произведения векторов. 

      

6.Список справочной литературы 

 

6.1 Дадаян А.А. Математика: Учебник для     СПО.- М.: Инфра-М, 2019.- 

544с. 

6.3 Конспект теоретических занятий. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

  

ВАРИАНТ №1 ВАРИАНТ №2 

№1 Даны вершины пирамиды 

)4;2;7(А , )2;1;7( В ,  )1;3;3(С , 

)1;2;4(D . Найти: 

1) Угол между ребрами ВА


 и DА


 

2) Длину ребра СА


 

3) Площадь грани АВС  

4) Объем пирамиды. 

 

 

 

№2 Проверить лежат ли точки   

)2;1;3( А , )1;2;1( В ,  )3;1;1( С , 

)3;5;3( D  в одной плоскости. 

 

№1. Даны вершины пирамиды 

)4;0;2( А , )1;7;1(В ,  )4;8;4( С , 

)6;4;1( D . Найти: 

1) Косинус угла между ре-

брами ВА


 и DА


 

2) Длину ребра СА


 

3) Площадь грани АВС  

4) Объем пирамиды. 

 

 

№2.  Показать, что векторы ВА


, СА


,    

DА


 компланарны, если )2;7;5( А , 

)1;1;3( В ,  )4;4;9( С , )0;5;1(D . 

 

 

ВАРИАНТ №3 ВАРИАНТ №4 

№1 Даны вершины пирамиды 

)6;3;1(А , )1;2;2(В ,  )1;0;1(С , 

)3;6;4( D . Найти: 

1) Угол между ребрами ВА


 и DА


 

2) Длину ребра СА


 

3) Площадь грани АВС  

4) Объем пирамиды. 

 

 

 

№2. Доказать, точки )1;5;3(А , 

)7;4;2(В ,  )3;5;1(С , )5;4;4(D  лежат 

в одной плоскости. 

 

№1. Даны вершины пирамиды 

)0;2;1(А , )3;0;3( В ,  )6;2;5(С , 

)9;4;8( D . Найти: 

1) Косинус угла между ребрами 

ВА


 и DА


 

2) Длину ребра СА


 

3) Площадь грани АВС  

4) Объем пирамиды. 

 

 

№2.  Проверить компланарны ли 

векторы ВА


, СА


, DА


, если 

)3;5;2(А , )4;7;3(В ,  )1;5;5( С , 

)0;3;4( D  
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Практическое занятие №6 

 

Тема: Нахождение различных видов уравнений прямой. 

 

Цель работы: получить практические навыки составления различных видов 

уравнений прямой линии на плоскости, вычисления угла между двумя пря-

мыми, нахождения расстояния от точки до прямой, нахождения точки пересе-

чения двух прямых. 

 

1. Краткие теоретические сведения. 

 

Уравнение прямой, проходящей через две точки, перпендикулярно задан-

ному вектору: 

    000  yyBxxA  

где  00 ; yx  - координаты заданной точки,  BA;  - координаты заданного век-

тора. 

 

Общее уравнение прямой: 

0 CByAx , 

где  BA;  - координаты вектора, перпендикулярного данной прямой. 

 

Уравнение прямой, проходящей через заданную точку параллельно за-

данному вектору: 

n

yy

m

xx 00 



, 

где  00 ; yx  - координаты заданной точки,  nm;  - координаты заданного век-

тора. 

 

Уравнение прямой, проходящей через две заданные точки: 

12

1

12

1

yy

yy

xx

xx









, 

где  11 ; yx  и  22 ; yx  - координаты заданных точек. 

 

Уравнение прямой в отрезках: 

1
b

y

a

x
, 

где ba,  - отрезки отсекаемые данной прямой на осях OX  и OY  соответ-

ственно. 

 

Уравнение прямой с угловым коэффициентом: 

bkxy  , 
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где k  - угловой коэффициент прямой (тангенс угла наклона прямой к оси OX

), b  - начальная ордината. 

 

Формула расстояния ( d ) от точки с координатами  00 ; yx  до прямой 

0 CByAx : 

22

00

BA

CByAx
d




  

Формулы вычисления угла между двумя прямыми: 

1. Если прямые заданы общими уравнениями 

0111  CyBxA  и 0222  CyBxA ,  

то угол между прямыми вычисляют по формуле 

2

2

2

2

2

1

2

1

2121
cos

BABA

BBAA




 . 

2. Если прямые заданы уравнениями с угловым коэффициентом 

11 bxky   и 22 bxky  ,  

то угол между прямыми вычисляют по формуле 

21

12

1 kk

kk
tg




  

Координаты точки пересечения двух прямых: 

Чтобы найти координаты точки пересечения двух прямых, заданных урав-

нениями 

0111  CyBxA  и 0222  CyBxA , 

нужно решить систему уравнений 









0

,0

222

111

CyBxA

CyBxA
  

Решение данной системы и будет являться координатами точки пересече-

ния данных прямых. 

 

2.  Методика  решения типовых  задач 

 

2.1   Дан треугольник ABC  с координатами вершин 

     2;1,3;0,1;4 CBA . 

Сделать чертёж и найти: 

1. Уравнение стороны AB  (окончательный результат записать в виде урав-

нения прямой с угловым коэффициентом). 

2. Уравнение медианы BM  (результат записать в виде общего уравнения 

прямой). 

3. Уравнение высоты AK  (результат записать в виде общего уравнения 

прямой). 
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4. Длину высоты AK . 

5. Угол между прямыми AK  и ВМ. 

6. Координаты точки пересечения прямых AK  и BM . 

     

 Решение.             

a. Уравнение стороны AB  запишем как уравнение прямой, проходящей 

через две заданные точки 

12

1

12

1

yy

yy

xx

xx









, 

где за 11 , yx  возьмём координаты точки A , за 22 , yx  - координаты точки B

, подставив в уравнение соответствующие числа, получим 

13

1

40

4








 yx
, 

2

1

4

4 




 yx
, 

перепишем теперь полученное уравнение в виде уравнения с угловым ко-

эффициентом: 

    3
2

1
12241442  xyxyyx . 

Окончательно получим уравнение стороны AB  

062  yx . 

b. Уравнение медианы BM , также как и в первом случае будем искать 

в виде уравнения прямой, проходящей через две заданные точки. Для 

этого найдём координаты точки M  как середину отрезка AC : 

2

1

2

21

2
,

2

3

2

14

2














CA
M

CA
M

yy
y

xx
x . 

Подставим в уравнение координаты точек B  и M , получим 

7

12

3

32

2

1
3

2

1

2

3
0

2

3
















yx

yx

,  

перепишем полученное уравнение в виде общего уравнения прямой: 
     362114123327 yxyx 024614  yx   

окончательно получим: 

01237  yx . 

c. Уравнение высоты AK  будем искать в виде уравнения прямой, про-

ходящей через точку A  перпендикулярно вектору BC : 

  0)( 00  yyBxxA , 

где 1,4 00  yx  - координаты точки A ,      5;132;01; BA  - ко-

ординаты вектора BC   

   Подставим соответствующие координаты в уравнение, получим: 

    0950154  yxyx . 
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d.  Длину высоты AK  найдём как расстояние от точки A  до прямой BC

, по формуле: 

22

00

BA

CByAx
d




 , 

где 1,4 00  yx  - координаты точки A ; СBA ,,  - первый, второй и третий  

коэффициенты из уравнения прямой BC .  

   Найдём уравнение прямой BC , как уравнение прямой, проходящей через две 

заданные точки: 

1,5035
5

3

132

3

01

0


















BAyx

yxyx
 

   Подставим все известные значения в формулу для нахождения расстояния 

от точки до прямой: 

  13

2611

26

22

15

3145

22





d . 

 

e.  Угол между прямыми AK  и BM  найдём по формуле 

2

2

2

2

2

1

2

1

2121
cos

BABA

BBAA




 . 

   Подставив соответствующие значения коэффициентов, получим 

 

1508

8

949251

3571
cos 




 . 

1508

8
arccos

1508

8
arccos 








   

f.  Для нахождения координат точки пересечения прямых AK  и BM  

решим систему 

  

























63357

,1237

795

,1237

095

,01237

yx

yx

yx

yx

yx

yx
  

38

13
1

38

51
5138  yy  

   Подставив найденное значение y  в любое из уравнений системы, найдём 

38

11
2

38

87
x . 

   Таким образом, точка пересечения прямых AK  и BM  имеет координаты 










38

13
1;

38

11
2 . 

 

3. Порядок выполнения практической работы 
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3.1 Изучить краткие теоретические сведения. 

3.2 Решить задания своего варианта (Приложение) 

3.3 Ответить на контрольные вопросы 
 
 

4. Содержание отчёта 

 

4.1 Тема и цель работы. 

4.2  Решение заданий. 

4.3 Ответы на контрольные вопросы. 

 

5. Контрольные вопросы 

 

5.1 Запишите уравнение прямой, проходящей через заданную точку, пер-

пендикулярно заданному вектору. 

5.2 Запишите уравнение прямой, проходящей через заданную точку, па-

раллельно заданному вектору. 

5.3 Запишите уравнение прямой, проходящей через две заданные точки.  

5.4 Запишите общее уравнение прямой. 

5.5 Запишите уравнение прямой с угловым коэффициентом. 

5.6 Запишите формулу расстояния от точки до прямой. 

5.7Запишите формулы вычисления угла между векторами. 

5.8 Как найти точку пересечения двух прямых? 

 

6.Список справочной литературы 

 

6.1 Дадаян А.А. Математика: Учебник для     СПО.- М.: Инфра-М, 2019.- 

544с. 

6.3 Конспект теоретических занятий. 

 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

 

         Даны вершины треугольника     );(,;,; yxCyxByxA . Сделать чертёж 

и    

      найти: 

1. Уравнение стороны AB   (окончательный результат записать в виде     

     уравнения прямой с угловым коэффициентом). 

 2. Уравнение медианы BM  (результат записать в виде общего уравнения 

прямой). 

 3.  Уравнение высоты AK  (результат записать в виде общего уравнения 

прямой). 

 4. Длину высоты AK . 
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 5. Угол между прямыми AK  и ВМ. 

 6. Координаты точки пересечения прямых AK  и BM . 

 

ВАРИАНТ 1 ВАРИАНТ2 

 
)5;4(),4;7(),1;1( CBA  

 

 
)5;2(),4;5(),1;1(  CBA  

ВАРИАНТ 3 ВАРИАНТ 4 

 
)5;2(),4;5(),1;1( CBA   

 

 
)5;4(),4;7(),1;1(  CBA  

 

ВАРИАНТ 5 ВАРИАНТ 6 

 
)5;4(),2;7(),1;1( CBA   

 

 
)3;2(),2;5(),1;1(  CBA  

 

ВАРИАНТ 7 ВАРИАНТ 8 

 
)3;2(),2;5(),1;1( CBA   

 

 
)3;4(),2;7(),1;1(  CBA  

 

ВАРИАНТ 9 ВАРИАНТ 10 

 
)5;3(),4;6(),1;0( CBA  

 

 
)4;4(),3;7(),0;1( CBA  
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Практическое занятие №7 

 

Тема: Решение задач по теме «Кривые второго порядка».  

 

Цель работы: получить практические навыки в составлении уравнений линий 

второго порядка. 
 

1. Краткие теоретические сведения 

 

Каноническое уравнение окружности: 

    222
Rbyax  , 

где  ba;  - координаты центра окружности, R  - радиус окружности. 

 

 

 
 

Каноническое уравнение эллипса, фокусы которого лежат на оси ОХ: 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
                      ( )ba  , 

где a2  - длина большой оси эллипса, b2  - длина малой оси эллипса. 

)0;(),0:( 21 cFcF   - фокусы эллипса, 
222

cba   - соотношение между ba,  и c , 

1
a

c
e   - эксцентриситет эллипса. 

 

 

 
M0(x0;y0) 

M(x;y) 
R 

y 

y0 

0 
x0 x 
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Каноническое уравнение эллипса, фокусы которого лежат на оси ОY: 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
,                            )( ba   

где  a2  - длина малой оси эллипса, b2  - длина большой оси эллипса, 

);;0(),;0( 21 cFcF   - фокусы эллипса, 

 - соотношение между параметрами ba,  и c , 

1
c

b
e   - эксцентриситет эллипса. 

 

 
 

222
cab 

А1(-a;0) А2(a;0) 

B2(0;b) 

F1(-c;0) 
F2(c;0) 

x=a 
x=-a 

0 

y=b 

x 

y=-b B1(0;-b) 

y 

А2(0;a) 

y=-b y=b 

F2(0;с) 

x=a 

y 

х 

F1(0;-с) 

B1(-b;0) B2(b;0) 

x=-a 

А1(а;0) 
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Каноническое уравнение гиперболы, фокусы которой лежат на оси ОХ: 

        1
2

2

2

2


b

y

a

x
                                   ba  , 

где a2  - длина действительной оси гипербола, b2  - длина мнимой оси гипер-

болы. 

)0;(),0:( 21 cFcF   - фокусы гиперболы, 
222

bсa   - соотношение между ba,  и c , 

1
c

a
e   - эксцентриситет гиперболы. 

 

 

 
 

Каноническое уравнение гиперболы, фокусы которой лежат на оси ОY: 

         1
2

2

2

2


a

y

b

x
                                  ab   

 

где b2  - длина действительной оси гипербола, a2  - длина мнимой оси гипер-

болы. 
222

aсb   - соотношение между ba,  и c , 

 

 

 

 

x=-a 

0 А1(-
a;0) 

А2(a;0

) 

B1(0;-
b) 

B2(0;b) 

F2(c;0) F1(-c;0) 

y 
x=
a 

yx
a

b


 

y=
b 

y=-b 

ух 
а

b

 

х 
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1
c

b
e   - эксцентриситет гиперболы. 

 

  
 

Каноническое уравнение сопряжённой гиперболы:  

1
2

2

2

2


b

y

a

x
 

 

 
 

x=-a 

0 А1(-a;0) А2(a;0) 

B1(0;-b) 

B2(0;b) 

F2(c;0) 

F1(-c;0) 
y 

x=a 

yx
a

b
  

y=b 

y=-b 

ух 
а

b  

х 

  

  

x=-a 

0 А1(-a;0) А2(a;0) 

B1(0;-b) 

B2(0;b) 

y 
x=a 

yx
a

b
  

y=b 

y=-b 

ух 
а

b  

х 
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Уравнение асимптот гиперболы: 

x
a

b
y   

 

Каноническое уравнение параболы, у которой  фокус которой лежит на 

оси ОX, ветви направлены вправо: 2
pyx  , 

где p  - параметр параболы, )0;
2

(
p

F  - фокус параболы, 
2

p
x   - уравнение 

директрисы параболы. 

 

 
 

 

Каноническое уравнение параболы, у которой фокус которой лежит на 

оси ОX, ветви направлены влево: 
2

pyx  , 

где p  - параметр параболы, )0;
2

(
p

F   - фокус параболы, 
2

p
x   - уравнение 

директрисы параболы. 

 

 

 

 

)0;
2

(
p

F   

     

P>0 
x>0 

x 

y 

 0 

2

р
х 
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Каноническое уравнение параболы, у которой  фокус которой лежит на 

оси ОY, ветви направлены вверх: 

 
2

pxy  , 

где p  - параметр параболы, )
2

;0(
p

F  - фокус параболы, 
2

p
y   - уравнение 

директрисы параболы. 

 

  
 

 

 

 

P>0 
y>0 

y 

x 

0 

 

)
2

;0(
p

F   

 

 

         

           

2

р
y 

 

)0;
2

(
p

F   

P>0 
x<0 

2

р
х 

y 

x 
0 
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Каноническое уравнение параболы, у которой  фокус которой лежит на 

оси ОY, ветви направлены вниз: 
2

pxy  , 

где p  - параметр параболы, )
2

;0(
p

F   - фокус параболы, 
2

p
y   - уравнение 

директрисы параболы. 

 

 

 
 

2.  Методика  решения типовых  задач 

 

2.1 По уравнению окружности х2 - 2х + у2 + 4у – 4 = 0 найти координаты цен-

тра и радиус окружности. Выполнить чертеж. 

Решение: 

х2 - 2х + у2 + 4у – 4 = 0 

Дополним суммы х2 - 2х  и  у2 + 4у   до квадратов суммы и разности. Для 

этого прибавим к первой сумме 1, ко второй 4, затем их вычтем, получим 

квадрат разности и квадрат суммы: 

х2 - 2х + 1 + у2 + 4у + 4 - 4 - 1 – 4 = 0. Свернем подчеркнутые алгебраические 

суммы в квадрат разности и квадрат суммы, соответственно, получим: 

 (х - 1)2 + (у + 2)2 = 9. Значит, центр окружности в точке (1;-2) ; R=3. 

 

2.2 Составить уравнение эллипса, фокусы которого  находятся в точках  0;4  

и  0;4 , а эксцентриситет 8,0e . 

 

 

 

 

)
2

;0(
p

F   

P>0 
y<0 

 

 

 

y 

x 
0 

2

р
y 
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Решение. Фокусы эллипса лежат на оси OX, поэтому ba  . Запишем канони-

ческое  уравнение эллипса 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
 

и найдём a  и b  из системы уравнений 













8,0

,
222

a

c

bac

 

 

   По условию 4c , тогда имеем 

 































5

,3

5

,16

8,0
4

,4 22
222

a

b

a

ba

a

ba

, 

таким образом, искомое  уравнение эллипса имеет вид 

1
925

22


yx

  

   2.3. Составить уравнение гиперболы, если её асимптоты заданы уравнени-

ями 
3

6
y  и она проходит через точку  4;6  . 

   Решение. Подставим в каноническое уравнение гиперболы координаты за-

данной точки, и воспользовавшись из уравнения асимптот гиперболы соотно-

шением 
3

6


a

b
, получим систему для определения a  и b : 

 













































8

,12

3

6

,1636

3

6

,1
46

2

2
2222

2

2

2

2

b

a

a
b

baab

a

b

ba , 

тогда искомое уравнение гиперболы имеет вид: 

1
812

22


yx

. 

2.4 Составить уравнение параболы с вершиной в начале координат, симмет-

ричной относительно оси OY и   проходящей через точку  2;4A . 

   Решение. Т.к. парабола симметрична оси OY и проходит через точку, лежа-

щую в I координатной четверти, то её уравнение имеет вид 
2

pxy  . 

   Для нахождения параметра p  подставим в уравнение параболы координаты 

данной точки, получим 



 
 

 

 

57 

8

1
162  pp , 

следовательно, искомое уравнение параболы имеет вид:
16

2
x

y  . 

 

3. Порядок выполнения практической работы 

 

3.1 Изучить краткие теоретические сведения. 

3.2 Решить задания своего варианта (Приложение) 

3.3 Ответить на контрольные вопросы 
 

4. Содержание отчёта 

 

4.1 Тема и цель работы. 

4.2  Решение заданий. 

4.3 Ответы на контрольные вопросы. 

 

5. Контрольные вопросы 

 

5.1 Дайте определение окружности. 

5.2 Запишите каноническое уравнение окружности. 

5.3 Дайте определение эллипса. 

5.4 Запишите каноническое уравнение эллипса  

5.5 Чему равен эксцентриситет эллипса. 

5.6 Запишите соотношение между параметрами ba,  и c  для эллипса. 

5.7 Дайте определение гиперболы. 

5.8 Запишите каноническое уравнение гиперболы, фокусы которой нахо-

дятся на оси OX; на оси OY. 

5.9 Чему равен эксцентриситет гиперболы? 

5.10 Запишите уравнения асимптот гиперболы. 

5.11 Какая гипербола называется равносторонней?  Запишите каноническое 

уравнение равносторонней гиперболы и уравнения её асимптот. 

5.12 Какие гиперболы называются сопряжёнными, запишите уравнения со-

пряжённых гипербол. 

5.13 Дайте определение параболы. 

5.14 Запишите все виды канонических уравнений парабол, вершины кото-

рых лежат в начале координат и которые симметричны относительно 

осей координат. Сделайте соответствующие чертежи. 

 

6. Список справочной литературы 

6.1 Дадаян А.А. Математика: Учебник для     СПО.- М.: Инфра-М, 2019.- 

544с. 

6.3 Конспект теоретических занятий. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

 

Вариант №1 Вариант №2 

 

№1. Определить координаты цен-

тра М0 и радиус окружности: 

x2+y2+4x+4y+3=0 

 

№2. Составить уравнение эллипса 

и найти координаты его фокусов, 

если длина большой полуоси эл-

липса равна 10, 6,0e , а фокусы 

эллипса лежат на оси OX . 

 

№3. Гипербола задана уравнением 

1
1625

22


yx

. Найти координаты 

фокусов гиперболы, длины дей-

ствительной и мнимой осей, экс-

центриситет и уравнение асимптот 

гиперболы.  

 

№4. Составить уравнение пара-

болы и найти координаты её фо-

куса, если директриса параболы 
3x . Сделать чертёж. 

 

№1. Определить координаты центра 

М0 и радиус окружности: 

x2+y2+2x-2y+1=0.  

 

№2. Составить уравнение эллипса и 

найти координаты  его вершин, если 

расстояние между фокусами        эл-

липса равно 8, 8,0e , а фокусы эл-

липса лежат на оси OX . 

 

№3.  Гипербола задана уравнением 

1
49

22


yx

. Найти координаты фо-

кусов гиперболы, длины     действи-

тельной и мнимой осей, эксцентри-

ситет и   уравнения асимптот гипер-

болы. 

 

№4. Составить уравнение пара-

болы и найти координаты её фо-

куса, если директриса параболы 

5y . Сделать чертёж 

 

 Вариант №3 Вариант №4 

 

№1. Определить координаты цен-

тра М0 и радиус окружности: 

x2+y2-4x+2y-15=0 

 

№2.  Составить уравнение эллипса 

и найти координаты его фокусов, 

если длина малой оси эллипса 

равна 12, 4,0e , а фокусы эл-

липса лежат на оси OX . 

 

№3. Гипербола задана уравнением 

 

№1. Определить координаты центра 

М0 и радиус окружности: 

x2+y2-4x+16y-5=0. 

 

 №2. Составить уравнение эллипса и 

найти длины его  осей, если расстоя-

ние между фокусами           эллипса 

равно 14, 2,0e , а фокусы эллипса 

лежат      на  оси OX . 

 

№3  Гипербола задана уравнением 
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1
1636

22


yx

. Найти координаты 

фокусов гиперболы, длины дей-

ствительной и мнимой осей, экс-

центриситет и уравнение асимптот 

гиперболы.  

 

№4. Составить уравнение пара-

болы и найти координаты её фо-

куса, если директриса параболы 

2y . Сделать чертёж. 

1
425

22


yx

. Найти координаты фо-

кусов гиперболы, длины     действи-

тельной и мнимой осей, эксцентри-

ситет и     уравнения асимптот гипер-

болы. 

 

№4. Составить уравнение пара-

болы и найти координаты её фо-

куса, если директриса параболы 
6x . Сделать чертёж 

 

Вариант №5 Вариант №6 

№1. Определить координаты цен-

тра М0 и радиус окружности: 

x2+y2-12х+11=0. 

 

№2. Написать уравнение эллипса, 

если 8,0,82  ec . 

 

 

№3. Написать уравнение гипер-

болы, фокусы которой лежат на 

оси OX, если 
12

67
,7  eс . 

 

№4. Написать уравнение пара-

болы, имеющей вершину в начале 

координат, симметричной относи-

тельно оси OX и проходящей через 

точку  1;3A  

№1. Определить координаты центра 

М0 и радиус окружности: 

x2+y2-6x+8y=0 

 

№2. Написать уравнение эллипса, у 

которого фокусы имеют координаты 

 0;52  и  0;52 , а сумма полу-

осей равна 10. 

№3. Написать уравнение гиперболы, 

асимптотами которой служат пря-

мые xy
5

3
  и фокусы которой 

имеют координаты  0;2 . 

№4. Написать уравнение параболы с 

вершиной в начале координат, сим-

метричной относительно оси OY и 

проходящей через точку  4;2 A  
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Практическое занятие №8 

 

Тема: Вычисление пределов. Нахождение точек разрыва функции. 

 

Цель работы: получить практические навыки вычисления первого и второго 

замечательных пределов.  
 

1. Краткие теоретические сведения 

 

1. Число A  называется пределом функции  xyy   при x , стремящемся к a

, если для любого положительного числа   существует такое положитель-

ное число  , зависящее от  , что при всех  cbx ; , удовлетворяющих не-

равенству 

ax   

    выполняется неравенство 

  Axy  . 

 

2. Пусть функции   xf и  xg  имеют пределы при x , стремящемся к a , т.е. 

    BxgAxf
axax




lim,lim , 

  тогда справедливы  следующие теоремы: 

 

1. Предел суммы (разности) двух (или более) функций равен сумме 

(разности) пределов каждой из этих функций. 

         BAxgxfxgxf
axaxax




limlimlim  

 

2. Предел произведения двух (или более) функций равен произведению 

пределов каждой из этих функций. 

         BAxgxfxgxf
axaxax




limlimlim  

       Следствие. 

       Постоянный множитель можно выносить за знак предела. 

   xfCxfC
axax 

 limlim       

3. Предел частного двух функций равен частному пределов   

          каждой из этих функций.       

 

 

 

  B

A

xg

xf

xg

xf

ax

ax

ax






 lim

lim
lim  . 

 

   (в этом случае предполагается, что функция   0xg  в достаточно малой 

окрестности точки a  и   0lim 


xg
ax

). 
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4. Если существует  x
ax



lim  и   xy   - элементарная функция, то 

     .limlim xyxy
axax



   

 

Замечание.         Число, к которому в пределе функции стремится перемен-

ная x , называется предельным значением переменной; выражение, стоящее 

под знаком lim , называется предельным выражением. 

 

Предел функции считается вычисленным, если при подстановке в предельное 

выражение предельного значения переменной получают конечное число или 

бесконечность.    В большинстве случаев при вычислении пределов функций 

подстановка предельного значения переменной в предельное выражение при-

водит к так называемым неопределённостям, т.е. не даёт в результате конеч-

ного числа или   . Тогда предел функции вычисляют с помощью различных 

специальных приёмов в зависимости от типа неопределённости. 

 

Типы неопределённостей: 




 
0,0,,1,

0

0
,  

СРАВНЕНИЕ БЕСКОНЕЧНО МАЛЫХ. ПРИНЦИП ЗАМЕНЫ ЭКВИВАЛЕНТНЫМИ 

 

   Величина (функция)  x  называется бесконечно малой при ax  , если 

  0lim 


x
ax
 . 

 

   Теорема (связь между пределом функции и бесконечно малой). 

   Если функция  xyy   при ax   имеет пределом число A , то функцию 

 xyy   можно представить в виде суммы числа A  и бесконечно малой 

 x  при ax  , т.е. 

     xAxyAxy
ax




lim  

 

Свойства бесконечно малых функций: 

1. Сумма или разность двух бесконечно малых функций есть функция 

бесконечно малая. 

2. Произведение бесконечно малой функции на функцию ограниченную 

есть бесконечно малая функция. 

 

   Бесконечно малые функции  x  и  x  при ax   можно сравнить 

между собой, вычислив предел их отношения. 

 



 
 

 

 

62 

1.  Если 
 

 
0lim 

 x

x

ax 


, то  x  есть бесконечно малая более высокого по-

рядка, чем  x . 

 

2.  Если 
 

 


 x

x

ax 


lim , то  x  есть бесконечно малая низшего порядка, чем 

 .x  

 

3.   Если 
 

 
,0lim 


c

x

x

ax 


 то  x  есть бесконечно малая того же порядка, 

что и  .x  

 

     В частности, если 
 

 
,1lim 

 x

x

ax 


 то  x  и  x  называются эквивалент-

ными бесконечно  малыми  .   

 

 Вычисление некоторых пределов заметно упрощается, если пользоваться 

 

 принципом замены эквивалентными:  
 

   при нахождении предела дроби можно бесконечно малые множи-

тели, стоящие в числителе или в знаменателе, заменять эквивалент-

ными величинами.  

 

Некоторые, наиболее часто применяемые эквивалентности: 

 

        xx sin                 0x  

xx arcsin                 0x  

           xtgx                   0x  

xarctgx               0x  

2
cos1

2
x

x               0x  

n

x
xn  11                    0x  

       axa
x

ln1         0x  

      xe
x

1                  0x  

 
a

x
xa

ln
1log                   0x  

  xx 1ln                 0x  
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       I специальный (замечательный) предел 

 

.1
sin

lim
0


 x

x

x
 

 

   Этот предел позволяет заменять функцию синус при достаточно малых 

значениях аргумента самим аргументом, т.е. xx sin  при 0x . 

 

   Для более общего случая I специальный (замечательный) предел имеет 

вид: 

 

 
  0lim,1

sin
lim 


xuгде

xu

xu

axax
 

II специальный (замечательный) предел 

  ex x
x




1

0
1lim    

или 

   e
x

x

x













1
1lim . 

 

Функция f(x) называется непрерывной в точке х0, если эта функция опреде-

лена в некоторой окрестности точки х0 и существует предел lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) =

𝑓(𝑥0)). 

Если при каком-либо значении х0 не выполняются указанные условия, то 

точка х0 называется точкой разрыва функции f(x). 

Если функция непрерывна в каждой точке некоторого промежутка, то она 

непрерывна на этом промежутке. 

Различают точки разрыва I и II рода. Точка х0 называется точкой разрыва   

I рода, если для нее существуют конечные пределы lim
𝑥→𝑥0 −0

𝑓(𝑥) = 𝑓(x0 − 0)  

и lim
𝑥→𝑥0 +0

𝑓(𝑥) = 𝑓(x0 +0) и они не равны между собой. 

Все остальные точки разрыва носят название точек разрыва II рода. 

Если f(x0 - 0) = f(x0 + 0), то точка разрыва x0 называется устранимой. 

 

 

2.  Методика  решения типовых  задач 

 

  2.1 Пример 1. Вычислить .
7sin

5sin
lim

0 x

x

x
 

   Решение.  В данном предельном выражении присутствуют тригономет-

рические функции, в таком случае для раскрытия неопределённости 
0

0
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используется   .1
sin

lim
0


 x

x

x
 

  

   В данном примере т.к. при 0x , аргументы  x5  и x7  также стремятся к 

0, поэтому можно заменить тригонометрические функции, стоящие в пре-

дельном выражении, их аргументами: 

.
7

5

7

5
lim

7

5
lim

7sin

5sin
lim

000


 xxx x

x

x

x
 

 2.2  Пример 2. Вычислить .
8sin

6
lim

0 x

xtg

x
 

   Решение. Выполним преобразование предельного выражения: 














 xx

x

xx

x

x

xtg

xxx 8cos8

6
lim

8sin

1

6cos

6sin
lim

8sin

6
lim

000

.
4

3
1

4

3

0cos

1

4

3

8cos

1
lim

4

3

0


 xx
 

    2.3 Пример 3.   Вычислить .
1

3
lim

1














x

x x

x
 

     Решение. Предельное выражение 

1

1

3














x

x

x
 при x  представляет со-

бой степень, основание которой стремится к 1, а показатель к   , т.е. в дан-

ном случае имеем  неопределённость типа  
1 , для раскрытия которой  при-

меняю 

 II специальный (замечательный) предел 

  ex x
x




1

0
1lim   или  e

x

x

x













1
1lim . 

      

   Преобразуем выражение таким образом, чтобы применить II замечатель-

ный предел, для этого выделим из дроби целую часть:  

 



















































111

1

4
1lim

1

41
lim

1

3
lim

x

x

x

x

x

x xx

x

x

x

 

.
1

1

4
1lim

4

4141

1
lim4

1
1

4

4

1

e
eee

x

x

x
x

xx

x

x 















































   

 

2.4 Пример 4. Вычислить .
sin

cos1
lim

2
0 x

x

x




 

   Решение. В предельном выражении стоит отношение двух бесконечно малых 
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функций. Для вычисления данного предела воспользуемся принципом замены эк-

вивалентными: 

 
2

cos1,sinsin

2
222 x

xxxx   , .
2

1

2

1
lim2lim

sin

cos1
lim

0
2

2

0
2

0




 xxx x

x

x

x
 

 

 

      Пример 5. Вычислить 
   

   

2
3

0

1 sin 2 1 1
lim

1 cos 2 ln 1 5

arctg x

x

x e

x x

  

 
 

      Решение. Применим принцип замены эквивалентными. При 0x   

sin ~ ~ arcsin ~ ~x tgx x arctgx x , 
2

1 cos ~
2

x
x ,  ln 1 ~x x , 

1 ~ ln
x
a x a  , 1 ~

x
e x ,  log 1 ~

ln
a

x
x

a
 ,  ln 1 ~x x ,  1 1 ~ , 0

p
x px p   . 

   Для решаемой задачи  

     
1 2 1 1

1 sin 2 1 1 sin 2 1 ~ sin 2 ~ 2
2 2

x x x x x         , 

   
2 2 23 2

1 ~ 3 ~ 3 9
arctg x
e arctg x x x  , 2 2

1 cos 2 2sin ~ 2x x x  ,  ln 1 5 ~ 5x x . 

   Следовательно, 

   
   

2
3

0

1 sin 2 1 1
lim

1 cos 2 ln 1 5

arctg x

x

x e

x x

  

 
=

  2

20

9 9
lim

102 5x

x x

x x

 
 


. 

 

     3. Порядок выполнения практической работы 

 

3.1 Изучить краткие теоретические сведения. 

3.2 Решить задания своего варианта (Приложение) 

3.3 Ответить на контрольные вопросы 
 

4. Содержание отчёта 

 

4.1Тема и цель работы. 

4.2 Решение заданий. 

4.3Ответы на контрольные вопросы. 

 

5. Контрольные вопросы 

 

5.1 Дайте определение предела функции. 

5.2 Сформулируйте основные теоремы о пределах. 

5.3 Запишите первый специальный предел. Когда его применяют? 

5.4 Запишите второй специальный предел. Для раскрытия какой неопре-

делённости его применяют? 
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5.5 Дайте определение точек разрыва функции. 

5.6 Какого рода бывают точки разрыва? 
 

6.Список справочной литературы 

 

6.1 Алексеева Е.В. «Функции. Пределы. Непрерывность»: учебное посо-

бие для студентов 1-го , 2-го курса технических специальностей  по раз-

делу дисциплин «Элементы высшей математики», «Математика» 

6.2 Конспект теоретических занятий 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

 

Вычислить пределы следующих функций: 
 

ВАРИАНТ 1 ВАРИАНТ 2 

 

1.       
x

e
x

x sin

1
lim

3

0




         

  

2.       
xx

xtgx

x
2

0 sin

sin
lim




   

 

3.       
2

2

0 3

4sin
lim

x

x

x
        

4.     

2
4

2

2

3

1
lim

x

x x

x














 

 

5.      
x

x x

x 5

1

53

13
lim 














 

 

 

1.        
x

ex
x

x cos1

)1(
lim

0 




        

 

2.         
3

0

sin
lim

x

xtgx

x




  

 

3.        
20

sin2sin
lim

x

xx

x
      

4.       
x

x x

x
5

3

2
lim 














 

 

 

5.       

12

76

56
lim
















x

x x

x
 

 

 

ВАРИАНТ 3 ВАРИАНТ 4 

1.       
)61ln(

1
lim

2

0 x

e
x

x 




       

      

2.      
x

xtgx

x 2

sin
lim

0




   

 

 

3.     
2

2

0

2sin
lim

x

x

x
        

 

4.     

2
5

2

2

23

13
lim

x

x x

x














 

   

5.   
x

x x

x 2

1

52

32
lim 














 

1.       
x

x

x 3arcsin

)21ln(
lim

0




 

 

2.       
22

3sin
lim

0  x

x

x
   

 

3.       
3

3

0

3
sin

lim
x

x

x
 

 

4.       
x

x x

x
7

32

52
lim 














 

 

     

5.      

x

x x

x
3

35

15
lim 
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Найти точки разрыва функций, определить их характер. 

Вариант 1. 

 

1.  У = {
3     , если х <  −1;

2х + 1,     если − 1 ≤ х < 2;
3 − х      , если х ≥ 2.

       2. У = 
4х

2х−6
 . 

 
Вариант 2. 

 

1. У = {
3х + 4     , если х ≤  −2;

1,     если − 2 < х ≤ 3;
3 − х      , если х > 3.

            2. У = 
2х

12−6х
 

 

Вариант 3. 

 

1. У = {
5 + х     , если х < −3;
4,     если − 3 ≤ х ≤ 1;
3х − 1     , если х > 1.

            2. У = 
4

2х−4
 

 

Вариант 4. 

 

1. У = {
2 − х     , если х ≤  −1;

2х − 1,     если − 1 < х < 4;
3      , если х ≥ 4.

            2. У = 
4х

3х−15
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Практическое занятие №9 

 

Тема: Дифференцирование простых и сложных функций. 

 

Цель работы: получить практические навыки нахождения производных раз-

личных функций 

 

1. Краткие теоретические сведения 

 

   Производной функции  xyy   называется предел отношения приращения 

функции  y  к приращению аргумента  x , когда приращение аргумента 

стремится к нулю. 

   y   - обозначение производной функции  xyy  . 

   Согласно определению 

x

y
y

x 




 0
lim . 

 

Основные правила дифференцирования: 

 

1. Производная постоянной величины. 

 

0C . 

2. Производная суммы  

  vuvu 


 . 

3.  Производная произведения.  

  vuvuuv 


                                                                                              

 

Следствие.  
.)( ucсu   

4.  Производная частного.  

 

.
2

v

vuuv

v

u 












 

 

   5.    Производная сложной функции 

 

         Сложной называется функция, у которой аргумент также является функ-

цией.    

     Символически сложную функцию обозначают 
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  xfyy  , 

 

где  xf  - промежуточный аргумент сложной функции y . 

   При нахождении производной сложной функции используют правило диф-

ференцирования сложной функции и таблицей производных  сложных 

функций. 

Правило дифференцирования сложной функции 





 xf fyy  

   Практическое правило: чтобы найти производную сложной функции её 

надо продифференцировать как простую, сохраняя аргумент и результат умно-

жить на производную этого аргумента. 

 

   6. Таблица производных элементарных функций. 

   1.   1


 nn
nxx ,  в частности   1x ,    

x
x

2

1



,   

2

11

xx












,            

         kbkx 


 . 

   2.   aaa
xx

ln


,  в частности     xx
ee 


. 

   3.  
ax

xa
ln

1
log 


,  в частности    

x
x

1
ln 


. 

   4.   


xsin xcos . 

   5.   xx sincos 


. 

   6.  
x

tgx
2

cos

1



 

   7.  
x

ctgx
2

sin

1



. 

   8.  
2

1

1
arcsin

x
x





. 

   9.  
2

1

1
arccos

x
x





    

   10.  
2

1

1

x
arctgx





 

   11.  
2

1

1

x
arcctgx





 

     7. Таблица производных сложных функций 

   1.   unuu
nn 

 1
, в частности    

u

u
u

2





,   

2

1

u

u

u














,   
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            1





nn
baxanbax  

 

   2.   uaaa
uu 


ln , в частности     uee

uu 


. 

   3.  
au

u
ua

ln
log







, в частности    

u

u
u





ln . 

   4.   


usin uu cos . 

   5.   uuu 


sincos . 

   6.  
u

u
tgu

2
cos





 

   7.  
u

u
ctgu

2
sin





. 

   8.  
2

1
arcsin

u

u
u







. 

   9.  
2

1
arccos

u

u
u







    

   10.  
2

1 u

u
arctgu







 

   11.  
2

1 u

u
arcctgu







 

 

2.  Методика  решения типовых  задач 

 

2.1   Пример 1. Найти производную функции xxxy ln35
23
 . 

   Решение. Применим последовательно правила дифференцирования произ-

водная суммы нескольких функций, вынесение постоянного множителя за 

знак производной и формулы из таблицы производных 2 и 4, получим: 

       

.
1

615

1
2335ln35ln35

2

12132323

x
xx

x
xxxxxxxxy


















. 

   Пример 2. Найти производную функции 
23 2

15

xx
xy  . 

   Решение. Представим каждое слагаемое в правой части уравнения функции 

в виде степени: 

2

2

3

2

3

23 2

2

1
1

,
11

,




 x
x

x

x
x

xx ,  
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тогда 




















23 2

15

xx
xy

 

33

4

2

1

12
1

3

2
1

2

1

23

2

2

1

2
3

10

2

1

2
3

2
5

2

1
5







































xxx

xxxxxx

,  

 

  2.2  Пример 3. Найти производную функции arctgxey
x
 . 

    Решение. Применим правило дифференцирования производная частного, 

получим: 

     
2

1

1

x
earctgxearctgxearctgxearctgxey

xxxxx











 . 

 2.3  Пример 4. Найти производную функции 
2

39

cos

x

x
y

x


 . 

   Решение. Применим правило  дифференцирования производная частного: 

     
 

   
 22

2

22

22

2

39

6ln9cos39sin

39

39cos39cos

39

cos

x

xxxxx

x

xxxx

x

x
y

x

xx

x

xx

x































. 

    2.4 Пример 5. Найти производную функции xy
3

sin  

     Решение. Продифференцируем данную функцию как степенную с проме-

жуточным аргументом xsin , получим: 

  xxxxy cossin3sinsin3
22




 .   

     Пример 6. Найти производную функции xy cosln . 

     Решение. Продифференцируем данную функцию как логарифмическую  с 

промежуточным аргументом xcos , получим: 

  tgx
x

x
x

x
y 







cos

sin
cos

cos

1
. 

   Пример 7. Найти производную функции 
x

x
y

2
sinln


 . 

   Решение. Продифференцируем данную функцию как сложный логарифм, 

аргументом которого также является сложная функция синус: 
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x

x

x

xx

x

x

xx

x
y

22
cos

2
sin

12
sin

2
sin

12
sinln  

   

x

x
ctg

xx

xx

x

x
ctg

x

xxxx

x

x
ctg

2222222
222

















 . 

      

3. Порядок выполнения практической работы 

 

3.1 Изучить краткие теоретические сведения. 

3.2 Решить задания своего варианта (Приложение) 

3.3 Ответить на контрольные вопросы 
 

4. Содержание отчёта 

 

4.1Тема и цель работы. 

4.2 Решение заданий. 

4.3Ответы на контрольные вопросы. 

 

5.Контрольные вопросы 

 

5.1 Дайте определение производной функцию 

5.2 Сформулируйте правила дифференцирования. 
 

6.Список справочной литературы 

 

      6.1 Алексеева Е.В. Дифференциальное исчисление функции одной пе-

ременной:  учебное пособие для студентов 1-го и 2-го курса технических 

специальностей  по разделу дисциплины «Математика» 

 6.2 Конспект теоретических занятий 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

 

Найти производные следующих функций: 

 

ВАРИАНТ №1 ВАРИАНТ №2 

 

№1. 
xxx

xy
432

5
33 2
  

 
№2. xarctgxy 2ln  

 

№3. 
2

3

8cos

xctgx

x
y


  

 

№4.   arcctgxexy
x


32
5  

 

№5 
x

x
y

3sin1

3sin1
ln




  

 

 

№1 
x

x
x

xy
95

6
3 4

3

2
  

 

№2  43ln
2




xey
x  

 

№3. 
x

xx
y

4sin
  

 

№4.  26 
tgx

exarctgy  

 

№5.  2
2lncos xxy   

 
 

ВАРИАНТ №3 ВАРИАНТ №4 

 

№1.  
2

3 224 7
592

x
xxxy   

 

№2. x
exy

3
arccos


  

 

№3. 
xx

xtg
y

5sin

4


  

 
№4. 

    1ln7arcsin32
22
 xxxy  

 

№5. 
x

x
y






1

1
sin

2  

 

 

№1. 
32

4 45
35

xx
xxy   

 
№2.   arctgxxy  12ln  

 

№3. 
x

e
y

x

cos

3
2


  

 

№4.   tgx
exxy 

3
53arccos2  

 

№5. 
x

x
y

2
sinln
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Практическое занятие №10 

 

Тема: Исследование функций с помощью производной. Построение гра-

фиков функций. 

 

Цель работы: получить практические навыки исследования функции на мо-

нотонность и экстремумы, выпуклость и вогнутость, точки перегиба графика 

функции, составления уравнений касательной и нормали к графикам функции, 

нахождения асимптот графика функции. 

 

1. Краткие теоретические сведения 

 

   Интервалом (промежутком) возрастания функции называется промежу-

ток из области определения функции, на котором функция возрастает. 

 

   Интервалом (промежутком) убывания функции называется промежуток 

из области определения функции, на котором функция убывает. 

 

   Интервалы возрастания и убывания функции называются интервалами 

(промежутками) монотонности функции. 

 

   Интервалы монотонности функции можно определить с помощью первой 

производной. 

 

Правило нахождения интервалов (промежутков) монотонности функ-

ции: 

1. Найти область определения функции. 

2. Найти производную )(xf   функции, а затем определить точки 0x , в кото-

рых производная равна 0  или    (критические точки), т.е. решить урав-

нения 0)(  xf  и  )(xf . 

3. Область определения функции разбить критическими точками на число-

вые промежутки и определить знак  xf   в каждом из полученных число-

вых промежутков. 

4. В тех промежутках, где   0xf   функция возрастает, в тех промежутках, 

где   0xf   функция убывает. 

 

    Экстремумы функции 

 

   Точка 0x  из области определения функции называется точкой максимума, 

если в некоторой окрестности этой точки выполняется условие 

  )(0 xyxy  . 
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Точка 0x   из области определения функции называется точкой минимума, 

если в некоторой окрестности этой точки выполняется условие 

  )(0 xyxy  . 

 

 
 

y(x0) 

 х0 

 (  ) 
х 

y(x0) 

 х0 
 (  ) 

х 

у 
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   Точки максимума и минимума функции называются точками экстремума 

функции. 

    

   Значения функции в точках максимума и точках минимума называются мак-

симумом и минимумом функции соответственно. 

 

   Максимум и минимум функции называются экстремумами функции. 

 

Правило нахождения экстремумов функции с помощью первой производ-

ной: 

 

   1. Найти область определения функции. 

2. Найти критические точки 0x  функции )(xfy  , т.е. те точки из   

    области определения функции, в которых 0)(  xf   или    

    )(xf . 

3. Найденными точками разбить область определения функции на  

    числовые промежутки. 

4. Определить знак )(xf   в каждом из полученных числовых  

    промежутков. 

5. Если при переходе через критическую точку 0x  производная функции  

   )(xf   меняет свой знак, то точка 0x  является точкой экстремума   

   функции; если знак )(xf   не меняется, то точка 0x   точкой экстремума  

   не является. При этом если при переходе через рассматриваемую точку  

   0x  слева направо знак )(xf   меняется с минуса на плюс, то  0x  -  

   точка минимума, если с плюса на минус, то 0x  - точка максимума. 

6. Для нахождения экстремумов функции вычислить  значения функции  

     )(xfy   в точках экстремума.   

 

     Интервалы выпуклости и вогнутости графика функции. Точки пере-

гиба. 

 

   Промежуток из области определения функции, на котором график функции 

лежит ниже любой касательной, проведённой к графику в любой точке из 

этого промежутка, называется промежутком выпуклости графика функ-

ции. 

 



 
 

 

 

78 

 
   Промежуток из области определения функции, на котором график функции 

лежит выше любой касательной, проведённой к графику в любой точке из 

этого промежутка, называется промежутком вогнутости графика функции. 

 

 
 

   Точка, в которой промежуток выпуклости графика функции сменяется про-

межутком вогнутости, называется точкой перегиба.   

 

   Промежутки выпуклости и вогнутости графика функции и точки перегиба 

находят с помощью второй производной. 

у 

0 а в х 

у 

0 а в х 
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Правило нахождения промежутков выпуклости и вогнутости графика 

функции и точек перегиба: 

 

   1. Найти область определения функции. 

2. Найти вторую производную функции  xyy  . 

3. Найти корни  уравнения   0 xy . 

4. Найденными корнями разбить область определения функции на числовые 

промежутки. 

5. Определить знак второй производной в каждом из полученных числовых 

промежутков. 

6. В промежутке, в котором y   имеет знак +,  график функции является во-

гнутым, в промежутке, в котором y   имеет знак -, график функции является 

выпуклым. 
    

   Уравнения касательной и нормали к кривой: 

   Уравнение касательной, проведённой к графику функции  xyy   в 

точке с абсциссой, 0x  имеет вид: 

 

     000 xxxyxyy         (1) 

 

     

   Уравнение нормали, проведённой к графику функции в точке с абсцис-

сой 0x , имеет вид 

 

                       
 

 0

0

0

1
xx

xy
xyy 


    (2)                         

   Замечание. Уравнение (2) задаёт нормаль в точке с абсциссой 0x  к графику 

функции  xyy  , если в точке 0x  существует отличная от нуля производная 

 0xy .  

 

   Если   00  xy , то касательная в   0x  будет параллельна оси OX  и иметь 

уравнение  

0yy  , 

 

а нормаль в этой точке будет перпендикулярна оси OX  и иметь уравнение  

0xx   

 

   Если производная функции в точке 0x  бесконечна   
0xy , то уравнение 

касательной имеет вид 
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                               0xx  ,              

 

а уравнение нормали имеет вид  0yy  ,                        

     

Асимптоты графика функции: 

 

   Определение.  Асимптотой графика функции  xyy   называется прямая 

линия, расстояние до которой от точки кривой  xyy   стремится к нулю при 

неограниченном удалении от начала координат этой точки по кривой. 

 

   Различают два вида асимптот: вертикальные и наклонные, которые могут 

вырождаться в горизонтальные. 

 

   Уравнение вертикальной асимптоты графика функции  xyy   имеет вид 

 

ax  , 

 

где число a  находят из соотношения   


xy
ax

lim . 

 

  Уравнение наклонной асимптоты имеет вид: 

 

bkxy  , 

 

где коэффициенты k  и b  находят по формулам 

 

 
  kxxyb

x

xy
k

xx



lim,lim . 

 

   При 0k  наклонная асимптота вырождается в горизонтальную. 

   Замечание. Функция-многочлен асимптот не имеет.     

 

 Общая схема исследования функции и построение её графика 

 

   Общее исследование функции и построение её графика удобно выполнять 

по следующей схеме: 

 

1. Найти область определения функции. 

2. Найти точки пересечения графика функции с осями координат (если это 

не представляется затруднительным). 
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3. Если область определения функции является симметричным числовым 

множеством, выяснить обладает ли функция свойством чётности или не-

чётности. 

4. Найти асимптоты графика функции. 

5. Найти промежутки монотонности и экстремумы функции. 

6. Найти интервалы выпуклости, вогнутости и точки перегиба графика 

функции.  

7. По результатам исследования построить график функци 

 

   2.  Методика  решения типовых  задач 

 

2.1 Пример 1. Найти промежутки монотонности и экстремумы функции 

xxxxy 6386
234
 . 

   Решение. Область определения функции RyD )( . Найдём производную 

функции 

      
           12121614161146

1461446662424

22

232323





xxxxxxxx

xxxxxxxxxy
. 

   Производная обращается в ноль при .
2

1
,0,

2

1
 xxx    Эти точки раз-

бивают область определения функции на 4 числовых промежутка, в каждом из 

которых y   сохраняет определённый знак. Найдём знаки производной в каж-

дом из полученных промежутков: 

 

 

x  









2

1
;  -

2

1
 










2

1
;

2

1
 

2

1
 








1;

2

1
 

 

1  

 

 ;1  

 

y   

 

- 

 

0 

 

+ 

 

0 

 

- 

 

0 

+ 

 
y  

 

убывает 

 

min 

 

возрас-

тает 

 

max 

 

убы-

вает 

 

min 

 

возрас-

тает 

 

   Найдём значения функции в точках экстремума (экстремумы функции): 

  11,
8

13

2

1
,

8

19

2

1


















 yyy . 

   Таким образом, максимумов функция достигает в точках 









8

13
;

2

1
 и 









8

13
;

2

1

, минимума в точке  1;1 .    

    

2.2 Пример 2. Найти интервалы выпуклости и вогнутости и точки перегиба 
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графика функции 37313610
234

 xxxxy . 

Решение. Область определения данной функции   RyD  . 

Найдём вторую производную функции: 

  317230437313610
23234




 xxxxxxxy . 

  7260123172304
223




 xxxxxy . 

   Найдём нули второй производной 

3,20726012 21

2
 xxxx . 

   Полученные результаты занесём в таблицу и определим знак второй про-

изводной в каждом из полученных числовых промежутков: 

 

 

x  

 

 2;  

 

2 

 

 3;2  

 

3 

 

 ;3  

 

y   

 

+ 

 

0 

 

- 

 

0 

 

+ 

 
y  

 

график во-

гнутый 

 

-19 

 

график вы-

пуклый 

 

5 

 

график во-

гнутый 

 

2.3 Пример 3. Составить уравнения касательной и нормали к кривой 

362
2

 xxy  в точке с абсциссой 10 x . 

  Решение. Уравнение касательной к графику функции  xyy    в точке с абс-

циссой 0x  имеет вид  

     000 xxxyxyy  . 

   Найдём  0xy . Т.к. 10 x , то   1316121 y . 

   Найдём производную данной функции: 

  64362
2




 xxxy .  

   Найдём значение производной в точке 10 x , получим  

 

  26141 y . 

   Подставим в формулу для уравнение касательной 

        21,11,1 000  yxyyxyx , получим 

 

   121  xy , 

после упрощения получим искомое уравнение касательной: 

12  xy . 

   Уравнение нормали получим подставив в уравнение касательной вместо уг-

лового коэффициента 2  коэффициент 
2

1
 (по условию перпендикулярности 
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двух прямых), получим 

1
2

1
 xy . 

  Пример 4. Найти асимптоты кривой 
3

7
2






x

xx
y . 

   Решение. Кривая имеет вертикальную асимптоту 3x , т.к. 






 3

7
lim

2

3 x

xx

x
. 

   Найдём наклонную асимптоту: 

 

4
3

4
lim

3

37
lim

3

7
lim,1

3

7
lim

2222








































x

x

x

xxxx
x

x

xx
b

xx

xx
k

x

xxx

. 

   Следовательно, уравнение наклонной асимптоты имеет вид 4 xy   
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 3. Порядок выполнения практической работы 

 

3.1 Изучить краткие теоретические сведения. 

3.2 Решить задания своего варианта (Приложение) 

3.3 Ответить на контрольные вопросы 
 

4. Содержание отчёта 

 

4.1Тема и цель работы. 

412
3

 хху  

20 

-2 

2 

0 

-12 

х 

4 
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4.2 Решение заданий. 

4.3Ответы на контрольные вопросы. 

 

5. Контрольные вопросы 

 

5.1 Дайте определение промежутков монотонности функции. 

5.2 Сформулируйте правило нахождения промежутков монотонности 

функции с помощью первой производной. 

5.3 Дайте определение точки максимума и точки минимума функции. 

5.4 Сформулируйте определение максимума и минимума функции. 

5.5 Сформулируйте правило нахождения экстремумов функции с помо-

щью первой производной. 

5.6 Дайте определение интервалов выпуклости и вогнутости графика 

функции и точек перегиба. 

5.7 Сформулируйте правило нахождения промежутков выпуклости и во-

гнутости графика функции и точек перегиба. 

5.8 Запишите уравнение касательной к графику функции в точке с задан-

ной абсциссой. 

5.9 Запишите уравнение нормали к графику функции в точке с заданной 

абсциссой. 

5.10 Дайте определение асимптоты графика функции. 

5.11 Перечислите виды асимптот. 

5.12 Запишите уравнение вертикальной асипмтоты. 

5.13 В каком виде записывают уравнение наклонной асимптоты? 
 

 6.Список справочной литературы   

 

6.1 Алексеева Е.В. Дифференциальное исчисление функции одной пере-

менной:  учебное пособие для студентов 1-го и 2-го курса технических спе-

циальностей  по разделу дисциплины «Математика» 

     6.2 Конспект теоретических занятий 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

    

ВАРИАНТ №1 ВАРИАНТ №2 

№1. Найти промежутки монотонно-

сти и экстремумы функции 

xxxy 96
23
                      

 

№2. Найти промежутки выпуклости 

и вогнутости и точки перегиба гра-

фика функции 234
122 xxxy   

 

 

№3. Написать уравнение касатель-

ной к кривой 153
23

 xxxy в 

точке с абсциссой 20 x . 

 

№4.Исследовать функцию и постро-

ить её график 23
3

 xxy . 

 

№1. Найти промежутки монотонно-

сти и точки экстремума функции 
32

83 xxy   

 

№2. Найти промежутки выпуклости и 

вогнутости и точки перегиба графика 

функции 

71230103
345

 xxxxy  

 

№3. Написать уравнение касательной 

к кривой 132
3

2
3

 xx
x

y  в 

точке с абсциссой 20 x . 

№4. Исследовать функцию и постро-

ить её график 34
2xxy  . 

ВАРИАНТ №3 ВАРИАНТ №4 

№1. Найти промежутки монотонно-

сти и экстремумы функции 

432

3

16
216 xxxxy  . 

№2. Найти промежутки выпуклости 

и вогнутости и точки перегиба гра-

фика функции             

35188
234

 xxxxy    

 

№3. Написать уравнение касатель-

ной  нормали к кривой 

132
3

2
3

 xx
x

y  

в точке с абсциссой .10 x  

 

№4.Исследовать функцию и постро-

ить её график 34
24
 xxy .  

№1. Найти промежутки монотонно-

сти и экстремумы функции  

58
34
 xxy  

 

№2. Найти промежутки выпуклости и 

вогнутости и точки перегиба графика 

функции  

25122
234

 xxxxy                             

 

 

№3. Написать уравнение касательной 

и нормали к графику функции 

12
23

 xxxy  в точке с абсцис-

сой 10 x . 

 

№4. Исследовать функцию и постро-

ить её график 396
23

 xxxy  
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Практическое занятие №11 

 

Тема: Решение дифференциальных уравнений с разделяющимися пере-

менными и линейных дифференциальных уравнений первого порядка. 

 

 

   Цель работы: сформировать навыки решения дифференциальных 

уравнений различных видов. Научиться находить общее и частное решение. 

                           

1. Краткие теоретические сведения. 

 

1.Чтобы решить дифференциальное уравнение с разделяющимися 

переменными )()()()( 2211 ygxfygxf   надо : 

 разделить переменные 

)(

)(

)(

)(

1

2

2

1

yg

yg

xf

xf
  

 взять интеграл от левой и правой части  

  dy
yg

yg
dx

xf

xf

)(

)(

)(

)(

1

2

2

1

 

При решении линейных уравнений используют метод вариации 

постоянной (смотри решение примеров) 

 

2. Методика решения типовых задач.  

  

2.1 Задача 1. Решить уравнение 0sinsincoscos  ydyxydxx  

Решение 

xc
y

yxc

ycx

dy
y

y
dx

x

x

ydyxydxx

sin*
cos

1

|cos|ln|sin*|ln

|cos|ln|sin|ln

cos

sin

sin

cos

sinsincoscos

1













 

 

xc
y
sin*

1
cos  - общее решение дифференциального уравнения. 

 

 

 

2.2 Задача 2. Найти общее и частное решение дифференциального уравнения 
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3;)1()1(  ydyxdxy  при  2x  
Решение 

|1|ln
1

ln

|1|ln|sin*||ln

|1|ln||1|ln

11

y
x

c

yxc

ycx

y

dx

x

dx











 

 

x

c
y



1

1  - общее решение дифференциального уравнения. 

Найдём «с» 

12
21

31 

 с

с
 

 

x
y



1

12
1 - частное решение дифференциального уравнения. 

2.3 Задача 3. Решить уравнение 
x

ctgxyy
sin

1
*'   

Решение. 

Воспользуемся подстановкой 





















x
uv

uctgxu

x
uvuctgxuv

x
uvctgxuvvu

uvvuy

vuy

sin

1
'

0'

sin

1
')'(

sin

1
''

'''

*

 

xu

xu

dx
x

x

u

du

uctgx
dx

du

uctgxu

sin

|sin|ln||ln

sin

cos

0')1











 
                                  

cctgxv

dx
x

dv

xdx

dv
x

x
uv









  2
sin

1

sin

1
sin

sin

1
)2

 

 
)(sin cctgxy  - общее решение дифференциального уравнения. 
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3.Порядок выполнения практической работы. 

 

          3.1Изучить краткие теоретические сведения. 

    3.2 Решить задания своего варианта. (Приложение) 

     3.3Ответить на контрольные вопросы. 

 

   4.Содержание отчёта 

 

4.1 Тема и цель занятия. 

         4.2 Решение заданий. 

         4.3 Ответы на контрольные вопросы. 

 

 

   5.Контрольные вопросы 

 

5.1 В чём состоит задача Коши? 

       5.2 Какая подстановка используется при решении линейных уравнений? 

 

6.1. Конспект лекций. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

 

1 вариант                                                          2 вариант 

 

Решить дифференциальные уравнения 

 

0)1()1)(3

02)1)(2

0)1(2)1

2







xdxyydxx

xydxdyx

dyxydx

                                
xdy
edxy

xxydyx

xdyyydx







2

2

)3

0)()1)(2

0)1()1

   
y=1 при x=1                                                                   y=1 при x=0 

xyctgxy

e
x

x
yy

x

sin')5

*
1

')4

2






                                                      x

e

x

y
y

x

x

x

y
y

x





')5

sin
')4

 
 

3 вариант                                                         4 вариант 

 

Решить дифференциальные уравнения 

 

 

0sin)1(cos)3

0)())(2

0)1(2)1

22







xdxyxdy

dyyyxdxxxy

dxyydy

                                0)2()3)(3

0)())(2

0)2()3)(1

22







dxydyx

dxxyxdyyxy

dxydyx

   

4


y

при 4


x

                                                                   y=1 при x=1 

x
ytgy

xx

y
y

cos

1
')5

32
')4

2





                                                                 

x
ex

x

y
y

x
x

y
y

2

3

2
')5

)1(
1

2
')4
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Практическое занятие №12 

 

Тема: Вычисление интегралов. 

 

Цель работы: получить практические навыки нахождения неопределённых 

интегралов различными способами. 

 

1.Краткие теоретические сведения 

 

Функция  xF  называется первообразной для функции  xf   на некотором 

промежутке X , если для всех значений x  из этого промежутка выполня-

ется  
 

   xfxF  . 

 

    Теорема.  

 

     Если функция )(xF  является первообразной для функции )(xf на неко-

тором промежутке X , то функция  

 

, 

 

где C  - произвольная постоянная, также является первообразной для 

)(xf  на этом же промежутке. 

 

   Определение.   

    

   Совокупность всех первообразных для функции )(xf , определённых на 

некотором промежутке, называется неопределённым интегралом от функ-

ции )(xf  на этом промежутке и обозначается символом 

 

. 

    Читается: «интеграл от эф от икс де икс». 

 

   По определению 

 
   )(xf  - подынтегральная функция, 

   dxxf )(  - подынтегральное выражение, 

    x  - переменная интегрирования, 

      -  знак неопределённого интеграла, 

  CxF 

  dxxf

     CxFdxxf
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    С - постоянная величина (константа). 

   Нахождение неопределённого интеграла по данной подынтегральной функ-

ции  называется  интегрированием этой функции. 

    Так как интегрирование представляет собой операцию, обратную диффе-

ренцированию, то для того чтобы проверить, правильно ли выполнено инте-

грирование, достаточно продифференцировать результат и получить при этом 

подынтегральную функцию. 

 

Основные свойства неопределённого интеграла 

 

1. Производная от неопределённого интеграла равна подынтегральной 

функции. 

. 

 

2. Дифференциал неопределённого интеграла равен подынтегральному 

выражению. 

. 

     

 

 3. Неопределённый интеграл от дифференциала некоторой функции ра-

вен этой функции плюс произвольная постоянная. 

 

 
 

 4. Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла. 

 

. 

 

  5. Неопределённый интеграл от алгебраической суммы двух или более 

функций  равен алгебраической сумме интегралов от каждой из этих 

функций. 

 

. 

 

Таблица простейших интегралов 
 

 

1. ,   где ,    Cx
x

dx
 2  

    xfdxxf 




    dxxfdxxfd 

    CxFxdF 

     dxxfkdxxkf

           dxxgdxfdxxgxf

 






C
n

x
dxx

n
n

1

1

1n
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2.  

3. ,         в частности,    

4.                                 Cax
a

axdx  cos
1

sin  

5.                                      Cax
a

axdx  sin
1

cos  

6.  

7.  

8. ,        

9. ,              

10.   

11. . 

 

   Интегралы, содержащиеся в данной таблице, называются табличными ин-

тегралами. 

   Основные методы интегрирования. 
   Задача интегрирования принципиально труднее задачи дифференцирования. 

Так, например, таблица интегралов не исчерпывает даже основных элементар-

ных функций, не говоря уже о сложных функциях.  

   Не существует также правил интегрирования произведения, частного, слож-

ной и обратной функций.  

   Существуют лишь отдельные методы, позволяющие интегрировать отдель-

ные классы подынтегральных функций, и выбор того или иного метода инте-

грирования зависит от вида подынтегральной функции. 

 

Непосредственное интегрирование. 

   Непосредственное интегрирование - это такой способ интегрирования, при 

Cx
x

dx
 ln

  C
a

a
dxa

x
x

ln   Cedxe
xx

  Cxxdx cossin

  Cxxdx sincos

  Cctgx
x

dx
2

sin

  Ctgx
x

dx
2

cos

 


Cx
x

dx
arcsin

1
2

 


C
a

x

xa

dx
arcsin

22

 


Carctgx
x

dx
2

1
C

a

x
arctg
aax

dx





1
22

C
ax

ax

aax

dx








 ln

2

1
22

Caxx
ax

dx





2

2
ln
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котором данный интеграл с помощью различных преобразований подынте-

гральной функции и свойств неопределённого интеграла сводится к одному 

или нескольким табличным интегралам. 

Метод замены переменной (способ подстановки). 

   Найти заданный неопределённый интеграл непосредственным интегрирова-

нием удаётся далеко не всегда, а иногда это сопряжено с большими трудно-

стями. В таких случаях применяют другие способы интегрирования.     

   Одним из наиболее эффективных методов является способ подстановки или 

замены переменной интегрирования.  

   Сущность этого метода заключается в том, что путём введения новой пере-

менной интегрирования удаётся свести заданный интеграл к новому инте-

гралу, который сравнительно лёгко берётся непосредственно. 

 

   Алгоритм метода: 

   Пусть дан интеграл   dxxf ,  который не является табличным. 

1. Записываем уравнение замены  

 xyy  , 

где  xy  - некоторая функция. 

2. Находим дифференциал этой функции 

 dxxydy  . 

3. Выражаем 

 xy

dy
dx


 . 

4. Подставим y  и dy  в данный интеграл: 

  dyygdxxf )()( . 

   Если замена выполнена правильно, то 

 dyyg )(  

будет табличным. 

5. Находим  

CyFdyyg  )()( . 

6. Чтобы получить окончательный ответ, вместо переменной y подставляем 

выражение  xy : 

   CxyFdxxf  )( . 

Интегрирование по частям. 

 

   Интегрирование по частям – это, практически, формула интегрирования про-

изведения двух функций.  

   Хорошо известна формула дифференциала произведения двух функций: 

  vduudvuvd   
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   Проинтегрировав обе части данного равенства, получим: 

 

  vduudvuvd )( , 

т.к. 

uvuvd  )( ,  

то 

  vduudvuv , 

Откуда  

  vduuvudv . 

   Последняя формула называется формулой интегрирования по частям. 

 

      Формула интегрирования по частям сводит нахождение интеграла  к 

отысканию другого интеграла ; её применение целесообразно в тех слу-

чаях, когда последний интеграл либо проще исходного, либо подобен ему. 

 

   При этом в качестве  берётся функция, которую проще продифференциро-

вать, а в качестве  берётся та часть подынтегрального выражения, которую 

проще проинтегрировать. Иногда формулу интегрирования по частям прихо-

диться использовать несколько раз. 

 

   При применении формулы интегрирования по частям интегралы можно раз-

бить на 3 основные группы: 

 

1. В интегралах вида 

, 

где  - многочлен переменной ,  - число, полагают 

 
 

2. В интегралах вида 

 

 
полагают 

 udv

 vdu

u

dv

       axdxxPaxdxxPdxexP
ax

cos,sin,

 xP x a

 










axdx

axdx

dxe

dvxPu

ax

cos

,sin

,

,

        ,arccos,arcsin,ln xdxxPxdxxPxdxxP

     arcctgxdxxParctgxdxxP ,
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  3. В интегралах вида 

 

за  принимают любую функцию, за  соответственно оставшуюся часть 

подынтегрального выражения. 

2.4 Интегрирование рациональных дробей. 

 

  Рациональной дробью называется дробь вида , где  и  - мно-

гочлены переменной . 

   Рациональная дробь называется правильной, если степень многочлена  

меньше степени многочлена ; в противном случае дробь называется не-

правильной.  
   Простейшими дробями называются правильные рациональные дроби сле-

дующего вида: 

 

 
 

, где  - целое число, большее единицы. 

 

, где квадратный трёхчлен  не имеет действитель-

ных корней. 

 

, где  - целое число, большее единицы и квадратный трёх-

член   не имеет действительных корней. 

 dxxPdv

arcctgx

arctgx

x

x

x

u 
















,

,arccos

,arcsin

,ln

  bxdxebxdxe
axax
cos,sin

u dv

 

 xQ

xP

 xP  xQ
x

 xP

 xQ

ax

A



 max

A

 m

qpxx

BAx




2

qpxx 
2

 mqpxx

BAx





2
m

qpxx 
2
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   Интегрирование дробей I и II типов производится непосредственно: 

 

, 

 

. 

 

   Интегрирование дроби III типа было рассмотрено ранее. 

 

   Для интегрирования простейшей дроби типа IV  в числителе дроби нужно 

выделить производную знаменателя и разложить полученный интеграл на 

сумму двух интегралов. Первый из них подстановкой  

 
приводится к виду 

, 

а второй имеет вид  

. 

   С помощью подстановки 

 
второй интеграл преобразуется в интеграл вида 

,  

который интегрированием по частям можно свести к более простому инте-

гралу 

, 

того же типа, но с показателем в знаменателе уже на единицу меньше. 

   Повторяя этот процесс, в итоге получают интеграл   

. 

    Разложение правильной рациональной дроби на сумму простейших 

 


CaxAdx
ax

A
ln
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axm
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dx
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дробей. 

   Любая правильная рациональная дробь  может быть единственным об-

разом представлена в виде суммы простейших рациональных дробей.  

   Для этого знаменатель  раскладывают на множители, каждый из кото-

рых является либо степенью линейной функции ,  либо степенью квад-

ратичной функции , где .  

    После этого находят простейшие дроби, составляющие в сумме дробь 

.      

    Знаменателями таких простейших дробей могут быть линейные и квадра-

тичные множители, входящие в разложение , причём не в больших  сте-

пенях, чем они входят в это разложение. 

   Каждому сомножителю  разложения  отвечает в разложении 

дроби  выражение вида 

                                         ,                      

а каждому сомножителю  - выражение вида 

            .        

 

   Таким образом, получают следующие практическое правило разложения 

правильной рациональной дроби  на простейшие дроби: 

       1. Разложить знаменатель  на линейные и квадратичные множители, не 

имеющие действительных корней. 

2. Записать разложение данной рациональной дроби  на простейшие 

дроби с неопределёнными (буквенными) коэффициентами, используя выраже-

ния  и . 

3. Полученное равенство умножить на общий знаменатель. 

4. Раскрыть скобки, привести подобные слагаемые и приравнять     
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коэффициенты при одинаковых степенях . 

5. Решить полученную систему линейных уравнений относительно искомых    

 коэффициентов. 

   2.  Методика  решения типовых  задач 

 

2.1 Пример 1. Найти неопределённый интеграл    dxxxx 1345
24 . 

   Решение. Применим свойство 5:  

. 

   В первых трёх интегралах применим свойство 4, в четвёртом - свойство 3, а 

затем табличный интеграл 1, получим: 

. 

    

   Пример 2. Найти неопределённый интеграл   












 dx

xx
x 1

23
5

4 32

3 2
. 

   Решение.  Используем свойства 5 и 4, а также преобразуем каждое слагаемое 

подынтегральной функции в степень, получим: 

. 

Пример 3. Найти неопределённый интеграл . 

   Решение. Разделим почленно числитель дроби на знаменатель, получим 
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   Применим свойство 5: 
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   Пример 4. Найти неопределённый интеграл   
















dx
x

e
e

x
x

2
cos2

3 . 

     Решение. Раскроем в подынтегральном выражении скобки и применим таб-

личные интегралы 3 и 6, получим: 

. 

Пример 5. Найти  


2
34 x

dx
. 

   Решение. Приведём данный интеграл к табличному интегралу 9: 

 

 

= . 
 

2.2   Пример 1. Найти . 

   Решение. Сделаем подстановку , тогда . Следовательно, 

. 

 

   Пример 2. Найти . 

   Решение. Сделаем подстановку , тогда , сле-

довательно, 
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. 

 

   Пример 3. Найти  

   Решение. Сделаем подстановку , тогда 

, следовательно, 

. 

 

   Пример 4. Найти . 

   Решение. Подстановка , тогда 

, получим 

. 

 

   Пример 5. Найти . 

   Решение. Сделаем подстановку , тогда , сле-

довательно, 

. 

   Пример 6. Найти . 

   Решение. Сделаем подстановку , тогда 

, следовательно,  

. 
 

2.3 Пример 1. Найти . 
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   Решение. Данный интеграл относится к первой группе, поэтому 

 

. 

 

   Пример 2. Найти . 

   Решение. Данный интеграл относится ко второй группе, поэтому положим 

 
   Тогда по формуле интегрирования по частям находим: 

. 

 

   Пример 3. Найти . 

   Данный интеграл относится к первой группе, поэтому 

 , по формуле интегрирова-

ния по частям имеем 

. 

 

2.4     Пример1. Найти интеграл . 

   Разложим знаменатель подынтегральной, рациональной правильной дроби 

на множители, получим 

. 

   Линейным множителям знаменателя данной дроби отвечают соответственно 

дроби  

 и . 

   Следовательно,  
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   Умножим обе части полученного равенства на общий знаменатель, получим 

. 

   В правой части равенства раскроем скобки и соберём коэффициенты при раз-

личных степенях переменной : 

. 

   Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях  в левой и правой 

частях равенства, получим линейную систему для нахождения неопределён-

ных коэффициентов  и : 

 
   Следовательно, 

, 

и исходный интеграл равен 

 
 

   Пример 2.  Найти интеграл . 

   Решение. Разложим знаменатель подынтегральной дроби на множители: 

. 

   Линейному множителю  в разложении знаменателя отвечает дробь , 

множителю  - сумма простейших дробей . 

   Следовательно, разложение подынтегральной дроби на простейшие дроби 

имеет вид 

. 

   Умножив обе части полученного равенства на общий знаменатель, получим 

. 

   Раскрыв скобки в правой части полученного равенства и собрав коэффици-

енты при различных степенях переменной , получим 
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откуда получаем систему линейных уравнений для определения коэффициен-

тов : 

 
   Следовательно, разложение подынтегральной дроби на простейшие имеет 

вид 

, 

и данный интеграл равен 

 

= . 

 

3. Порядок выполнения практической работы 

 

3.1 Изучить краткие теоретические сведения. 

3.2 Решить задания своего варианта (Приложение) 

3.3 Ответить на контрольные вопросы 
 

4. Содержание отчёта 

 

4.1Тема и цель работы. 

4.2 Решение заданий. 

4.3Ответы на контрольные вопросы. 

 

5.Контрольные вопросы 

 

5.1 Дайте определение первообразной функции. 

5.2 Дайте определение неопределенного интеграла. 

5.3 Сформулируйте свойства неопределенного интеграла. 

5.4 В чем состоит метод замены переменного. 

5.5 Сформулируйте правило нахождения неопределенного интеграла по 

частям. 
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6.Список справочной литературы 

 

   6.1 Дадаян А.А. Математика: Учебник для     СПО.- М.: Инфра-М, 

2019.- 544с. 

6.3 Конспект теоретических занятий. 

 

 

                                                 ПРИЛОЖЕНИЕ 

 

ВАРИАНТ 1 ВАРИАНТ 2 

 

 
 №1. Вычислите интегралы функ-

ций: 

           1) ∫(
4

3
𝑥3 −

3

2
𝑥2 + 8)𝑑𝑥  

             2) ∫ √𝑥34
𝑑𝑥 

 
 

№2. Вычислить методом замены пе-

ременных:  

         1)   ∫ 𝑠𝑖𝑛2 𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥 

             2)  ∫ 4𝑥3 ∙ (𝑥4 − 5)7𝑑𝑥 

             3)  ∫
𝑒𝑥

𝑒𝑥−3
𝑑𝑥 

 
 

№3. Вычислить, интегрируя по ча-

стям: 

          1)∫ 𝑥 ∙ 𝑒−3𝑥𝑑𝑥 

              2) ∫(2𝑥2 − 4) ∙ 𝑒−4𝑥𝑑𝑥 

№4 Вычислить интегралы от 

рациональных дробей 

1.  



102

)25(
2

xx

dxx
 

2. 
 134

2
xx

dx
 

3. 
 

  




45

3

xx

dxx
 

 

 
№1. Вычислите интегралы функций: 

           1) ∫ 𝑥2 ∙ ( 1 + 2𝑥)𝑑𝑥  

              2) ∫
1

√𝑥25 𝑑𝑥 

 

 

№2. Вычислить методом замены 

переменных:  

         1)   ∫ √3𝑥 + 5 𝑑𝑥 

             2)  ∫ 𝑐𝑜𝑠7𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑥 

             3)  ∫
5𝑡𝑔𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥
𝑑𝑥 

 

 

№3. Вычислить, интегрируя по ча-

стям: 

          1)∫ 𝑙𝑛 𝑥 ∙ (2𝑥 − 3) 𝑑𝑥 

              2) ∫ 𝑥2 cos 4𝑥 𝑑𝑥 

№4 Вычислить интегралы от 

рациональных дробей 

1  



134

)16(
2

xx

dxx
 

2. 
 186

2
xx

dx
 

 

3. 
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ВАРИАНТ 3 ВАРИАНТ 4 

 

№1. Вычислите интегралы функ-

ций: 

           1) ∫( 𝑥4 − 8𝑥3 + 4𝑥)𝑑𝑥  

             2)   ∫
1

√𝑥23 𝑑𝑥 

 

 

№2. Вычислить методом замены 

переменных:  

         1)   ∫ 𝑐𝑜𝑠4 𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑥 

         2)  ∫
8𝑥−2

4𝑥2−2𝑥
𝑑𝑥 

         3)  ∫ 𝑒3𝑥3
∙ 𝑥2 𝑑𝑥 

 

 

№3. Вычислить, интегрируя по ча-

стям: 

          1)∫ 𝑥3𝑥𝑑𝑥 

          2) ∫(𝑥2 − 3) ∙ 𝑐𝑜𝑠
𝑥

3
𝑑𝑥 

№4 Вычислить интегралы от 

рациональных дробей 

1.  



84

)76(
2

xx

dxx
 

 

2. 
 172

2
xx

dx
 

 

3. 
 

  




452

13

xx

dxx
 

 

 

№1. Вычислите интегралы функций: 

           1) ∫(𝑥 + 3)2 𝑑𝑥  

             2)   ∫
3

4 ∙ √𝑥
4 𝑑𝑥 

 

 

№2. Вычислить методом замены пе-

ременных:  

         1)   ∫
1

2𝑥−9
𝑑𝑥 

         2)  ∫ 𝑒− 𝑠𝑖𝑛 𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥 

         3)  ∫
𝑒𝑥

7𝑒𝑥−2
𝑑𝑥 

 
 

№3. Вычислить, интегрируя по ча-

стям: 

          1)∫ 𝑥 𝑠𝑖𝑛 8𝑥 𝑑𝑥 

          2) ∫(3𝑥2 + 2) ∙ 𝑠𝑖𝑛 5𝑥 𝑑𝑥 

№4 Вычислить интегралы от 

рациональных дробей 

1.  
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2
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 4012

2
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dx
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Практическое занятие №13 

 

Тема: Решение практических задач с применением свойств интегралов. 
 

Цель работы: получить практические навыки вычисления площадей плоских 

фигур и объемов тел вращения. 
 

1. Краткие теоретические сведения 

 

  Пусть на отрезке  задана непрерывная функция . 

   Фигура, ограниченная графиком функции , прямыми линиями, 

 называется криволинейной трапецией.  

   Определение. Предел интегральной суммы при называ-

ется определённым интегралом от функции  и обозначается 

, т.е. 

. 

    - нижний предел интегрирования, 

    - верхний предел интегрирования, 

    - подынтегральная функция, 

    - подынтегральное выражение; 

    - отрезок интегрирования. 

    

   Из определения определённого интеграла вытекает его геометрический 

смысл: определённый интеграл от неотрицательной функции численно равен 

площади криволинейной трапеции. 

 Свойства определённого интеграла. 

 

Определённый интеграл от алгебраической суммы конечного числа функций 

равен алгебраической сумме определённых интегралов от каждого сла-

гаемого. 

. 
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Постоянный множитель можно выносить за знак определённого инте-

грала. 

. 

 

При перестановке местами пределов интегрирования определённый инте-

грал меняет свой знак на противоположный. 

. 

 

Определённый интеграл с одинаковыми пределами равен нулю. 

. 

 

Отрезок интегрирования можно разбивать на части. 

, 

где . 

 

Формула Ньютона - Лейбница. Основные методы вычисления определён-

ного интеграла. 

   Вычисляют определённый интеграл по формуле Ньютона - Лей-

бница: 

,у 

где  - первообразная для функции . 

 

   Формула Ньютона - Лейбница применяется для вычисления определённого 

интеграла во всех случаях, когда может быть найдена первообразная функция 

 для подынтегральной функции . 

 

   Для вычисления определённого интеграла от функции  по формуле 

Ньютона - Лейбница необходимо сначала найти первообразную , по-

этому для вычисления определённого интеграла применяют те же приёмы, что 
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и для нахождения неопределённого интеграла. 

 

 

 

    Замена переменной в определённом интеграле. 

 

   При вычислении определённого интеграла способом замены пере-

менной данный интеграл с помощью подстановки  или  пре-

образуется в другой определённый интеграл с новой переменной интегриро-

вания  и являющийся табличным.  

   При этом старые пределы интегрирования  и  заменяются но-

выми пределы . 

    

   Формула замены переменной в определённом интеграле выглядит следую-

щим образом: 

 

. 

   В данной формуле предполагается, что функции  и  непрерывны 

на отрезке , а функция  определена и непрерывна на отрезке 

. 

 

   Замечание. В отличие от интегрирования методом замены переменной в не-

определённом интеграле при таком же способе интегрирования в интеграле 

определённом к старой переменной интегрирования не возвращаются.   

 

   Интегрирование по частям в определённом интеграле. 

 

   Теорема. Если функции  и  имеют непрерывные производ-

ные на отрезке , то имеет место формула интегрирования по частям 

в определённом интеграле 
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   Замечание 1. При вычислении определённого интеграла по частям использу-

ются те же рекомендации при выборе функции  и выражения , что и при 

применении данного метода для неопределённого интеграла. 

 

   Замечание 2. При вычислении определённого интеграла по частям пределы 

интегрирования не пересчитываются. 

 

Площадь криволинейной трапеции, ограниченной непрерывной кривой 

y=(x), двумя прямыми x=a  и x=b и отрезком a≤x≤b оси абсцисс, вычисляется 

по формуле: 

 

,)(
b

a

dxxfS   , если (x)≥0 на отрезке от a до b. 



b

a

dxxfS )( , если (x)≤0 на отрезке от a до b. 


b

a

dxxfS )( , если (x)конечное число раз меняет знак  на отрезке от a до b. 

 

b

a

dxxgxfS ))()(( , если площадь фигуры, ограничена двумя непрерывными 

кривыми y=(x) и y=g(x) и двумя прямыми x=a и x=b, где (x) ≥ g(x) на от-

резке от a до b. 

 

Объем тела, образованного  вращением вокруг оси Оx криволинейной 

трапеции, ограниченной непрерывной кривой y=(x), осью абсцисс и двумя 

прямыми x=a  и x=b (а‹b), находится по формуле:   ,)(
2



b

a

x dxxfV   

аналогично, объем тела вращения вокруг оси Оу криволинейной трапеции, 

ограниченной непрерывной кривой x=φ(y), осью ординат и двумя прямыми y 

=d  и y=d (c‹d), находится по формуле:   ,)(
2



d

c

y
dyyV   

 

2. Методика  решения типовых  задач 

 

   2.1     Непосредственное интегрирование. 

   Пример 1. Вычислить определённый интеграл . 

   Решение. Применяя свойство 2 определённого интеграла, табличный инте-

грал 1 и формулу Ньютона - Лейбница, имеем: 

u dv


2

1

4
5 dxx
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Пример 2. Вычислить . 

   Решение. Последовательно применим свойства 1 и 2 определённого инте-

грала, табличный интеграл и формулу Ньютона - Лейбница, получим: 

 

 

   Пример 3. Вычислить . 

   Решение. Преобразуем подынтегральную функцию, разделив почленно чис-

литель на знаменатель, применим свойство определённого интеграла 1 и таб-

личные интегралы, получим  

 

 

a. Замена переменного: 

Пример 4. Вычислить . 

   Решение. Сделаем замену . Пере-

считаем пределы интегрирования: 

, 

получаем 
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  Пример 5. Вычислить . 

   Решение. Сделаем замену  и 

найдём новые пределы интегрирования 

, 

тогда получим 

. 

b. Интегрирование по частям: 

   Пример 8. Вычислить . 

   Решение. Данный интеграл относится ко второй группе, поэтому положим 

, тогда имеем: 

 

= . 

 

  Пример 9. Вычислить . 

   Решение. Данный интеграл относится к первой группе интегралов, поэтому 

примем , 

тогда получим: 
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2.4 Пример 10.  Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями  

4

.04,4
2
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Решение. 
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2.5 Пример 11. Вычислить объем тела, полученного вращением вокруг оси 

Оx криволинейной трапеции, ограниченной гиперболой 
x

y
4

 , прямыми x=3, 

x=12 и осью абсцисс. 

Решение. Пользуясь формулой для вычисления объема, находим 
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3. Порядок выполнения практической работы 

 

3.1 Изучить краткие теоретические сведения. 

3.2 Решить задания своего варианта (Приложение) 

3.3 Ответить на контрольные вопросы 
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4. Содержание отчёта 

 

4.1 Тема и цель работы. 

4.2 Решение заданий. 

4.3 Ответы на контрольные вопросы. 

 

 

5. Контрольные вопросы 

 

5.1 Запишите формулу Ньютона-Лейбница. 

5.2 Запишите формулу для вычисления площади плоской фигуры при помощи 

определенного интеграла. 

5.3 Запишите формулу для вычисления объема тела вращения. 
 

6.Список справочной литературы 

 

 6.1 Богомолов Н.В., Самойленко П.И. Математика, Учебник. - М: 

Дрофа, 2016-395с. 

6.2 Конспект теоретических занятий. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

    

ВАРИАНТ №1 ВАРИАНТ №2 

№1. Вычислить интегралы: 
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dxxxа
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№2. Вычислить площадь фигуры, 

ограниченной линиями. 

.23

,2
2





xy

xy
Сделать чертеж. 

№3. Вычислить объем тела, полу-

ченного вращением вокруг оси Оx 

криволинейной трапеции, ограни-

ченной кривой 2 xy , прямыми 

x=2, x=4 и осью абсцисс. Сделать 

чертеж. 

№4 Вычислить путь, пройденный 

телом. 

№1. Вычислить интегралы: 
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№2. Вычислить площадь фигуры, 

ограниченной линиями. 

.14

,2
2





xy

xy
 Сделать чертеж. 

№3. Вычислить объем тела, полу-

ченного вращением вокруг оси Оx 

криволинейной трапеции, ограни-

ченной кривой
x

y
3

 , прямыми x=3, 

x=6 и осью абсцисс. Сделать чертеж. 

№4 Вычислить путь, пройденный те-

лом. 
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ВАРИАНТ №3 ВАРИАНТ №4 

№1. Вычислить интегралы: 
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№2. Вычислить площадь фигуры, 

ограниченной линиями. 

.5

,5
2





xy

xxy
 Сделать чертеж. 

№3. Вычислить объем тела, полу-

ченного вращением вокруг оси Оx 

криволинейной трапеции, ограни-

ченной кривой 
x

y
2

 , прямыми 

x=1, x=2 и осью абсцисс. Сделать 

чертеж. 

№4 Вычислить путь, пройденный 

телом. 
,46  tV  
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№1. Вычислить интегралы: 
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№2. Вычислить площадь фигуры, 

ограниченной линиями. 

.16

,6
2





xy

xy
 Сделать чертеж. 

№3. Вычислить объем тела, полу-

ченного вращением вокруг оси Оx 

криволинейной трапеции, ограни-

ченной прямой 13  xy , прямыми 

x=1, x=3 и осью абсцисс. Сделать 

чертеж.  

№4. Вычислить путь, пройденный 

телом. 
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