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Введение 

 

Практические занятия по учебной дисциплине ЕН.01 МАТЕМАТИКА составляют 

важную часть теоретической и профессиональной практической подготовки и направлены 

на подтверждение теоретических положений и формирование практических умений и 

практического опыта:  

– выполнять расчеты с использованием прикладных компьютерных программ; 

– использовать сеть Интернет и ее возможности для организации оперативного обмена ин-

формацией; 

– использовать технологии сбора, размещения, хранения, накопления, преобразования и пе-

редачи данных в профессионально ориентированных информационных системах; 

– обрабатывать и анализировать информацию с применением программных средств и вы-

числительной техники; 

– получать информацию в локальных и глобальных компьютерных сетях; 

– применять графические редакторы для создания и редактирования изображений; 

– применять компьютерные программы для поиска информации, составления и 

оформления документов и презентаций 

– базовые системные программные продукты и пакеты прикладных программ; 

– основные положения и принципы построения системы обработки и передачи информа-

ции; 

– устройство компьютерных сетей и сетевых технологий обработки и передачи информа-

ции; 

– методы и приемы обеспечения информационной безопасности; 

– методы и средства сбора, обработки, хранения, передачи и накопления информации; 

– общий состав и структуру персональных электронно-вычислительных машин (ЭВМ) и 

вычислительных систем; 

– основные принципы, методы и свойства информационных и 

телекоммуникационных технологий, их эффективность 

Практические занятия относятся к основным видам учебных занятий. 

 Выполнение студентами практических работ направлено: 

 на обобщение, систематизацию, углубление, закрепление полученных 

теоретических знаний по конкретным темам дисциплин; 

 формирование умений применять полученные знания на практике; 

 реализацию единства интеллектуальной и практической деятельности; 

 развитие интеллектуальных умений (аналитических, проектировочных, 

конструкторских и др.) у будущих специалистов; 

 выработку при решении поставленных задач таких профессионально значимых 

качеств, как самостоятельность, ответственность, точность, творческая инициатива. 

Ведущей дидактической целью практических занятий является формирование 

практических умений – профессиональных (выполнять определенные действия, операции, 

необходимые в последующем в профессиональной деятельности) или учебных (решать 

задачи по математике, физике, химии, информатике и др.), необходимых в последующей 

учебной деятельности. 

Содержанием практических занятий по дисциплине являются решение разного рода 

задач, в том числе профессиональных (анализ производственных ситуаций, решение 

ситуационных производственных задач, выполнение профессиональных функций в 

деловых играх и т.п.), выполнение вычислений, расчетов, чертежей, работа с 

измерительными приборами, оборудованием, аппаратурой, работа с нормативными 

документами, инструктивными материалами, справочниками, составление проектной, 

плановой и другой технической и специальной документации и другое. 

Содержание практических занятий охватывают весь круг профессиональных 

умений, на подготовку к которым ориентирована данная дисциплина, которые в 
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дальнейшем закрепляются и совершенствуются в процессе курсового проектирования, 

практикой по профилю специальности и преддипломной практикой. 

Практическое занятие должно проводиться в учебных кабинетах или специально 

оборудованных помещениях (площадках). Продолжительность занятия – не менее 2-х 

академических часов. Необходимыми структурными элементами занятия, помимо 

самостоятельной деятельности студентов, являются инструктаж, проводимый 

преподавателем, а также организация обсуждения итогов выполнения работы. 

Все студенты, связанные с работой в лаборатории, обязаны пройти инструктаж по 

безопасному выполнению работ, о чем расписываются в журнале инструктажа по технике 

безопасности.  

Выполнению практических работ предшествует проверка знаний студентов, их 

теоретической готовности к выполнению задания. 

Практические работы студенты выполняют под руководством преподавателя. При 

проведении практических занятий учебная группа может делиться на подгруппы 

численностью не менее 8 человек. Объем заданий для практических занятий спланирован с 

расчетом, чтобы за отведенное время они могли быть выполнены качественно 

большинством студентов. 

Формы организации работы обучающихся на практических занятиях: фронтальная, 

групповая и индивидуальная. 

 При фронтальной форме организации занятий все студенты выполняют одновре-

менно одну и ту же работу.  При групповой форме организации занятий одна и та же работа 

выполняется бригадами по 2 - 5 человек.  При индивидуальной форме организации занятий 

каждый студент выполняет индивидуальное задание.  

Отчет по практической работе представляется в печатном виде в формате, преду-

смотренном шаблоном отчета по практической, лабораторной работе. Защита отчета про-

ходит в форме доклада обучающегося по выполненной работе и ответов на вопросы препо-

давателя. 

Оценки за выполнение практических занятий могут выставляться по пятибалльной 

системе или в форме зачета и учитываться как показатели текущей успеваемости студентов. 

Критерии оценки практических работ. 

Оценка «5» ставится, если учащийся выполняет работу в полном объеме с соблюде-

нием необходимой последовательности проведения опытов и измерений; самостоятельно и 

рационально монтирует необходимое оборудование; все опыты проводит в условиях и ре-

жимах, обеспечивающих получение правильных результатов и выводов; соблюдает требо-

вания правил безопасности труда; в отчете правильно и аккуратно выполняет все записи, 

таблицы, рисунки, чертежи, графики, вычисления; правильно выполняет анализ погрешно-

стей. 

Оценка «4» ставится, если выполнены требования к оценке «5» , но было допущено 

два - три недочета, не более одной негрубой ошибки и одного недочёта. 

Оценка   «3»   ставится,   если   работа  выполнена   не   полностью,   но  объем 

выполненной   части  таков,   позволяет  получить   правильные  результаты   и выводы: 

если в ходе проведения опыта и измерений были допущены ошибки. 

Оценка   «2»   ставится,   если   работа   выполнена   не   полностью   и   объем 

выполненной части работы не позволяет сделать правильных выводов: если опыты, изме-

рения, вычисления, наблюдения 

производились неправильно. 

 

 

 

 

 

ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 1 
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Тема: Вычисление пределов функций. 

Цель: отработка умений и навыков вычисления пределов функций, раскрытия неопреде-

ленностей, применения замечательных пределов.  

Критерии оценки: 

 

Оценка Критерии оценки 

отлично решены все пределы из задания два, в решении нет математиче-

ских ошибок (возможна одна неточность, описка, не являющаяся 

следствием незнания или непонимания учебного материала), по-

лучены правильные ответы на контрольные вопросы 

хорошо решены все пределы из задания два, допущена одна ошибка или 

два-три недочета в выкладках, получены правильные ответы на 

контрольные вопросы 

удовлетворительно решены все пределы из задания один, получены правильные от-

веты на контрольные вопросы 

неудовлетвори-

тельно 

не решены все пределы из задания один, не получены правиль-

ные ответы на контрольные вопросы 

 

Инструкция по выполнению работы: 

 

1 Запишите в тетрадь для практических работ тему и цель занятия. 

2 Внимательно ознакомьтесь с Примерами вычисления пределов. 

3 Выберите задания согласно своему варианту и приступайте к работе.  

4 После выполнения работы ответьте письменно (в тетради) на контрольные вопросы, 

размещенные  после заданий. 

 

Примеры вычисления пределов 

 

Пример 1.Вычислите предел . 

Решение: 

Как решить вышерассмотренный пример? Нужно просто подставить единицу в 

функцию, стоящую под знаком предела: 

 
Итак, первое правило: Когда дан любой предел, сначала просто пытаемся под-

ставить число в функцию. 

 

Пример 2.Вычислите предел . 

Решение: 

Грубо говоря, согласно нашему первому правилу, мы вместо «икса» подставляем в 

функцию   бесконечность и получаем ответ. 

. 

Пример 3.Вычислите предел . 

Решение:  

Сначала мы смотрим на числитель и находимх  в старшей степени: 
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Старшая степень в числителе равна двум. 

Теперь смотрим на знаменатель и тоже находимх в старшей степени: 

 
Старшая степень знаменателя равна двум. 

Затем мы выбираем самую старшую степень числителя и знаменателя: в данном при-

мере они совпадают и равны двойке. 

Итак, метод решения следующий: для того, чтобы раскрыть неопределенность 
∞

∞
 необходимо разделить числитель и знаменатель нах в старшей степени. 

 

Разделим числитель и знаменатель на  

 
Что принципиально важно в оформлении решения? 
Во-первых, указываем неопределенность, если она есть. 

Во-вторых, желательно прервать решение для промежуточных объяснений. Я 

обычно использую знак (*), он не несет никакого математического смысла, а обозначает, 

что решение прервано для промежуточного объяснения. 

В-третьих, в пределе желательно помечать, что и куда стремится. Когда работа 

оформляется от руки, удобнее это сделать так: 

 

 
Для пометок лучше использовать простой карандаш. 

 

Пример 4.Найти предел . 

Снова в числителе и знаменателе находим  в старшей степени: 

 
Максимальная степень в числителе: 3. 

Максимальная степень в знаменателе: 4. 

Выбираем наибольшее значение, в данном случае четверку. 

Согласно нашему алгоритму, для раскрытия неопределенности
∞

∞
 делим числитель и знаме-

натель нах4. 

Полное оформление задания может выглядеть так: 
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Разделим числитель и знаменатель нах4. 

 
 

Пример 5.Найти предел  

Максимальная степень «икса» в числителе: 2. 

Максимальная степень «икса» в знаменателе: 1 (х можно записать как х1). 

Для раскрытия неопределенности
∞

∞
 необходимо разделить числитель и знаменатель 

нах2. Чистовой вариант решения может выглядеть так: 

  

 
Разделим числитель и знаменатель на х2. 

 

Под записью
2

0
  подразумевается не деление на ноль (делить на ноль нельзя), а деле-

ние на бесконечно малое число. 

Таким образом, при раскрытии неопределенности вида
∞

∞
 у нас может получиться ко-

нечное число, ноль или бесконечность. 

 

Пределы с неопределенностью вида
𝟎

𝟎
  и метод их решения 

 

Группа следующих пределов чем-то похожа на только что рассмотренные пределы: 

в числителе и знаменателе находятся многочлены, но «икс» стремится уже не к бесконеч-

ности, а к конечному числу. 

Пример 6.Решить предел  

Сначала попробуем подставить -1 в дробь: 

  

В данном случае получена так называемая неопределенность
0

0
 . 

Общее правило: если в числителе и знаменателе находятся многочлены, и имеется 

неопределенности вида
0

0
 , то для ее раскрытия нужно разложить числитель и знамена-

тель на множители. 

Для этого чаще всего нужно решить квадратное уравнение и (или) использовать фор-

мулы сокращенного умножения. Итак, решаем наш предел 
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Разложим числитель и знаменатель на множители. Для того чтобы разложить числи-

тель на множители, нужно решить квадратное уравнение: 

 
Сначала находим дискриминант: 

 

И квадратный корень из него: . 

В случае если дискриминант большой, например 361,  используем калькулятор, 

функция извлечения квадратного корня есть на самом простом калькуляторе. 

! Если корень не извлекается нацело (получается дробное число с запятой), очень 

вероятно, что дискриминант вычислен неверно либо в задании опечатка. 

Далее находим корни:  

 

 
Таким образом: 

 
Всё. Числитель на множители разложен. 

Знаменатель. Знаменатель  уже является простейшим множителем, и упростить 

его никак нельзя. 

 
Очевидно, что можно сократить на (х+1) : 

 
Теперь и подставляем -1 в выражение, которое осталось под знаком предела: 

 
Естественно, в контрольной работе, на зачете, экзамене так подробно решение нико-

гда не расписывают. В чистовом варианте оформление должно выглядеть примерно так: 

 
Разложим числитель на множители. 

 

 

 

 

 

 

 
 

Пример 7.Вычислить предел  
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Сначала «чистовой» вариант решения 

 
Разложим числитель и знаменатель на множители. 

Числитель:  

Знаменатель: 

 

 

 

,  

 

  

Пример 8.Найти предел  

Начинаем решать. 

Сначала пробуем подставить 3 в выражение под знаком предела. Данное действие 

обычно проводится мысленно или на черновике. 

  

Получена неопределенность вида
0

0
 , которую нужно устранять. 

 
Когда в числителе (знаменателе) находится разность корней (или корень минус ка-

кое-нибудь число), то для раскрытия неопределенности
0

0
  используют метод умножения 

числителя и знаменателя на сопряженное выражение. 

Вспоминаем нашу нетленную формулу разности квадратов:  

И смотрим на наш предел: . 

 

Что можно сказать?  у нас в числителе уже есть. Теперь для применения формулы 

осталось организовать  (которое в и называется сопряженным выражением). 

Умножаем числитель на сопряженное выражение: 

 
Обратите внимание, что под корнями при этой операции мы ничего не трогаем. 

Хорошо,  мы организовали, но выражение-то под знаком предела изменилось! 

А для того, чтобы оно не менялось, нужно его разделить на то же самое, т.е. на : 
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То есть, мы умножили числитель и знаменатель на сопряженное выражение. 

В известной степени, это искусственный прием. 

Умножили. Теперь самое время применить вверху формулу : 

 

 

Неопределенность
0

0
  не пропала (попробуйте подставить тройку), да и корни тоже не 

исчезли. Но с суммой корней всё значительно проще, ее можно превратить в постоянное 

число. Как это сделать? Да просто подставить тройку под корни: 

 
Число, как уже отмечалось ранее, лучше вынести за значок предела. 

Теперь осталось разложить числитель и знаменатель на множители, собственно, это 

следовало сделать раньше. 

 
 

Пример 9.Найти предел  

Сначала попробуйте решить его самостоятельно. 

Окончательное решение примера может выглядеть так: 

 
Разложим числитель на множители: 

 

 

 

 

 

 
Умножим числитель и знаменатель на сопряженное выражение 
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Замечательные пределы 

 

Пример 10.Найти предел  

Если мы замечаем в пределе синус, то это нас сразу должно наталкивать на мысль о воз-

можности применения первого замечательного предела. 

Сначала пробуем подставить 0 в выражение под знак предела (делаем это мысленно 

или на черновике): 

 

Итак, а нас есть неопределенность вида
0

0
 , ее обязательно указываем в оформлении 

решения. Выражение под знаком предела у нас похоже на первый замечательный предел, 

но это не совсем он, под синусом находится 7х, а в знаменателе 3х. 

В подобных случаях первый замечательный предел нам нужно организовать само-

стоятельно, используя искусственный прием. Ход рассуждений может быть таким: «под 

синусом у нас 7х, значит, в знаменателе нам тоже нужно получить 7х».  

А делается это очень просто: 

 
То есть, знаменатель искусственно умножается в данном случае на 7 и делится на ту 

же семерку. Теперь запись у нас приняла знакомые очертания. 

Когда задание оформляется от руки, то первый замечательный предел желательно пометить 

простым карандашом: 

 
Что произошло? По сути, обведенное выражение у нас превратилось в единицу и исчезло 

в произведении: 

 
Теперь только осталось избавиться от трехэтажности дроби: 
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Готово. Окончательный ответ:  

 

Пример 11.Найти предел  

Опять мы видим в пределе дробь и синус. Пробуем подставить в числитель и знаменатель 

ноль: 

 

Действительно, у нас неопределенность
0

0
  и, значит, нужно попытаться организо-

вать первый замечательный предел. Степени мы представим в виде произведения (множи-

телей): 

 
Далее, по уже знакомой схеме организовываем первые замечательные пределы. Под 

синусами у нас , значит, в числителе тоже нужно получить : 

 
Аналогично предыдущему примеру, обводим карандашом замечательные пределы 

(здесь их два), и указываем, что они стремятся к единице: 

 
Собственно, ответ готов: 

 

Пример 12.Найти предел  

Подставляем ноль в выражение под знаком передела: 

 

Получена неопределенность , которую нужно раскрывать. Если в пределе есть 
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тангенс, то почти всегда его превращают в синус и косинус по известной тригонометриче-

ской формуле . 

 В данном случае: 

 
 

Косинус нуля равен единице, и от него легко избавиться (не забываем пометить, что 

он стремится к единице):  

 
Таким образом, если в пределе косинус является МНОЖИТЕЛЕМ, то его, грубо го-

воря, нужно превратить в единицу, которая исчезает в произведении. 

Дальше по накатанной схеме, организуем первый замечательный предел: 

 
Здесь все вышло проще, без всяких домножений и делений. Первый замечательный 

предел тоже превращается в единицу и исчезает в произведении: 

 
В итоге получена бесконечность, бывает и такое. 

 

Пример 13.Найти предел  

Пробуем подставить ноль в числитель и знаменатель: 

 

Получена неопределенность  (косинус нуля, как мы помним, равен единице) 

Используем тригонометрическую формулу . Возьмите на за-

метку! Пределы с применением этой формулы почему-то встречаются очень часто. 

 
Постоянные множители вынесем за значок предела: 

  

Организуем первый замечательный предел: 
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Здесь у нас только один замечательный предел, который превращается в единицу и 

исчезает в произведении: 

 
 

Избавимся от трехэтажности: 

 
Предел фактически решен, указываем, что оставшийся синус стремится к нулю: 

 
 

Второй замечательный предел 

 

В теории математического анализа доказано, что: 

 
Данный факт носит название второго замечательного предела. 

Справка:  – это иррациональное число. 

В качестве параметра  может выступать не только переменная , но и сложная 

функция. Важно лишь, чтобы она стремилась к бесконечности. 

 

Пример 15.Найти предел  

Когда выражение под знаком предела находится в степени – это первый признак того, что 

нужно попытаться применить второй замечательный предел. 

Нетрудно заметить, что при  основание степени , а показатель – 

, то есть имеется, неопределенность вида : 

 
Данная неопределенность как раз и раскрывается с помощью второго замечатель-

ного предела. Но, как часто бывает, второй замечательный предел не лежит на блюдечке с 

голубой каемочкой, и его нужно искусственно организовать. Рассуждать можно следую-

щим образом: в данном примере параметр , значит, в показателе нам тоже нужно 
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организовать  . Для этого возводим основание в степень , и, чтобы выражение не из-

менилось – возводим в степень : 

 
 

Когда задание оформляется от руки, карандашом помечаем: 

 
Практически всё готово, страшная степень превратилась в симпатичную букву : 

При этом сам значок предела перемещаем в показатель. 

 
Далее, отметки карандашом я не делаю, принцип оформления, думаю, понятен. 

 

Пример 16. Найти предел  

Внимание! Предел подобного типа встречается очень часто, пожалуйста, очень внима-

тельно изучите данный пример. 

Пробуем подставить бесконечно большое число в выражение, стоящее под знаком 

предела: 

 

В результате получена неопределенность . Но второй замечательный предел 

применим к неопределенности вида . Что делать? Нужно преобразовать основание сте-

пени. Рассуждаем так: в знаменателе у нас , значит, в числителе тоже нужно организо-

вать : 

 
Теперь можно почленно разделить числитель на знаменатель: 

 

Вроде бы основание стало напоминать , но у нас знак «минус» да и тройка 

какая-то вместо единицы. Поможет следующее ухищрение, делаем дробь трехэтажной: 
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Таким образом, основание приняло вид , и, более того, появилась нужная нам 

неопределенность . Организуем второй замечательный предел . 

 

Легко заметить, что в данном примере . Снова исполняем наш искусственный 

прием: возводим основание степени в , и, чтобы выражение не изменилось – возводим 

в обратную дробь : 

 

Наконец-то долгожданное  устроено, с чистой совестью превращаем его в 

букву : 

 

Но на этом мучения не закончены, в показателе у нас появилась неопределенность вида 

, раскрывать такую неопределенность мы научились.  Делим числитель и знаменатель на

: 
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А сейчас мы рассмотрим модификацию второго замечательного предела. Напомню, 

что второй замечательный предел выглядит следующим образом: . Однако 

на практике время от времени можно встретить его «перевёртыш», который в общем виде 

записывается так: 

 

Пример 17.Найти предел  

Сначала (мысленно или на черновике) пробуем подставить ноль (бесконечно малое 

число) в выражение, стоящее под знаком предела: 

 

В результате получена знакомая неопределенность . Очевидно, что в данном при-

мере . С помощью знакомого искусственного приема организуем в показателе сте-

пени конструкцию : 

 

Выражение  со спокойной душой превращаем в букву : 

 

Еще не всё, в показателе у нас появилась неопределенность вида . Раскладываем 

тангенс на синус и косинус (ничего не напоминает?): 

 
Косинус нуля стремится к единице (не забываем помечать карандашом), поэтому он 

просто пропадает в произведении: 
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Задания для самостоятельного решения 

 

Задание 1.Вычислите пределы: 
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Задания по вариантам 

 

№ 

пара-

метры № 

пара-

метры № 

пара-

метры № 

пара-

метры № 

пара-

метры 

abc abc abc abc a     b     c 

1 
1 -

15 

1 7 4 -

12 

7 13 7 -

9 

13 19 -

10 

6 4 25 -3 6 10 

2 -1 15 2 8 -4 12 8 14 -7 9 14 20 10 -6 5 26 3 -6 11 

3 
2 -

14 

3 9 5 -

11 

9 15 8 -

8 

15 21 -1 5 6 27 -4 7 12 

4 -2 14 4 10 -5 11 10 16 -8 8 1 22 1 -5 7 28 4 -7 13 

5 
3 -

13 

5 11 6 -

10 

11 17 9 -

7 

2 23 -2 4 8 29 -5 9 14 

6 -3 13 6 12 -6 10 12 18 -9 7 3 24 2 -4 9 30 5 -9 15 

 

2. Вычислите пределы, подставив вместо букв заданные в таблице параметры: 
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cxx

bxax
y






2

23

 

 

 

Контрольные вопросы 
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1 Дайте определение предела функции в точке. 

2 Сформулируйте теоремы о пределах. 

3 Что такое неопределенность? 

4 Какие способы раскрытия неопределенностей вы знаете? 

 

 

 

Практическое занятие №2 

 

Тема: Дифференцирование сложных функций.  

Цель работы: получить практические навыки нахождения производных различных функ-

ций 

 

1. Краткие теоретические сведения 

 

   Производной функции  называется предел отношения приращения функции 

 к приращению аргумента , когда приращение аргумента стремится к нулю. 

    - обозначение производной функции . 

   Согласно определению 

. 

 

Основные правила дифференцирования: 

 

1. Производная постоянной величины. 

 

. 

2. Производная суммы  

. 

3.  Производная произведения.  

                                                                                              

 

Следствие.  

 

4.  Производная частного.  

 

 

 

   5.    Производная сложной функции 

 

         Сложной называется функция, у которой аргумент также является функцией.    

     Символически сложную функцию обозначают 

 

, 
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где  - промежуточный аргумент сложной функции . 

   При нахождении производной сложной функции используют правило дифференцирова-

ния сложной функции и таблицей производных  сложных функций. 

 

Правило дифференцирования сложной функции 

 

   Практическое правило: чтобы найти производную сложной функции её надо продиф-

ференцировать как простую, сохраняя аргумент и результат умножить на производную 

этого аргумента. 

 

   6. Таблица производных элементарных функций. 

   1. ,  в частности   ,   ,   ,            

       . 

   2. ,  в частности   . 

   3. ,  в частности   . 

   4. . 

   5. . 

   6.  

   7. . 

   8. . 

   9.     

   10.  

   11.  

     7. Таблица производных сложных функций 

   1. , в частности   ,   ,   

        

 

   2. , в частности   . 
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   3. , в частности   . 

   4. . 

   5. . 

   6.  

   7. . 

   8. . 

   9.     

   10.  

   11.  

 

2.  Методика  решения типовых  задач 

 

2.1   Пример 1. Найти производную функции . 

   Решение. Применим последовательно правила дифференцирования производная суммы 

нескольких функций, вынесение постоянного множителя за знак производной и формулы 

из таблицы производных 2 и 4, получим: 

. 

   Пример 2. Найти производную функции . 

   Решение. Представим каждое слагаемое в правой части уравнения функции в виде сте-

пени: 

,  
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,  

 

  2.2  Пример 3. Найти производную функции . 

    Решение. Применим правило дифференцирования производная частного, получим: 

. 

 2.3  Пример 4. Найти производную функции . 

   Решение. Применим правило  дифференцирования производная частного: 

. 

    2.4 Пример 5. Найти производную функции  

     Решение. Продифференцируем данную функцию как степенную с промежуточным ар-

гументом , получим: 

.   

     Пример 6. Найти производную функции . 

     Решение. Продифференцируем данную функцию как логарифмическую  с промежуточ-

ным аргументом , получим: 

. 

   Пример 7. Найти производную функции . 

   Решение. Продифференцируем данную функцию как сложный логарифм, аргументом ко-

торого также является сложная функция синус: 
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3. Порядок выполнения практической работы 

 

3.1 Изучить краткие теоретические сведения. 

3.2 Решить задания своего варианта (Приложение) 

3.3 Ответить на контрольные вопросы 

 

4. Содержание отчёта 

 

4.1Тема и цель работы. 

4.2 Решение заданий. 

4.3Ответы на контрольные вопросы. 

 

5.Контрольные вопросы 

 

5.1 Дайте определение производной функцию 

5.2 Сформулируйте правила дифференцирования. 

 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

 

1.Найти производные следующих функций: 

 

ВАРИАНТ №1 ВАРИАНТ №2 

 

№1.  

 

№2.  

 

№3.  

 

№4.  

 

№5  

 

 

№1  

 

№2  

 

№3.  

 

№4.  

 

№5.  

 

 

ВАРИАНТ №3 ВАРИАНТ №4 

 

№1.   

 

№2.  

 

№3.  

 

 

№1.  

 

№2.  

 

№3.  
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№4. 

 

 

№5.  

 

№4.  

 

№5.  

 

 

 

                                                 2. Решить задачу 

Вариант1. 

 Задача. Тело движется прямолинейно по закону 𝑆 = 2𝑡3 + 𝑡2 − 4. Найти значение ско-

рости и ускорения в момент времени t = 4. 

 

     Вариант2. 

Задача. Тело массой 10 кг движется прямолинейно по закону 𝑆 = 3𝑡2 + 𝑡 + 4. Найти 

кинетическую энергию тела (𝐸к =
𝑚𝜗2

2
) через 4с. после начала движения. 

  

Вариант3. 

Задача. Сила тока изменяется в зависимости от времени t по закону 𝐼 = 0,4𝑡2(I – в ам-

перах, t – в секундах). Найти скорость измерения силы тока в конце 8ой секунды. 

     Вариант4. 

     Задача. Температура тела T изменяется в зависимости от времени t по закону 

 𝑇 = 0,5𝑡2 − 2𝑡. С какой скоростью нагревается это тело в момент времени 𝑡 = 5°. 

 

 

Практическая работа №3-5 Исследование функций на экстремум. 

Исследование функций на выпуклость, вогнутость, перегиб 

Построение графиков функций 

 

Тема: исследование функции средствами дифференциального исчисления и построение 

графиков. Определение наибольшего и наименьшего значения функции на отрезке. 

Цель: отработка умений и навыков исследования функции средствами дифференциального 

исчисления и определения наибольшего и наименьшего значения функции на отрезке. 

 

Критерии оценки: 

 

Оценка Критерии оценки 

отлично работа выполнена полностью, в решении нет математических 

ошибок (возможна одна неточность, описка, не являющаяся след-

ствием незнания или непонимания учебного материала), получены 

правильные ответы на контрольные вопросы 

хорошо работа выполнена полностью, допущена одна ошибка или два-

три недочета в выкладках, получены правильные ответы на кон-

трольные вопросы 

    1ln7arcsin32 22  xxxy
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удовлетворительно решено второе задание, получены правильные ответы на кон-

трольные вопросы 

неудовлетвори-

тельно 

не решено второе задание, не получены правильные ответы на 

контрольные вопросы 

 

 

Инструкция по выполнению работы: 

 

1 Запишите в тетрадь для практических работ тему и цель занятия. 

2 Внимательно ознакомьтесь с примерами выполнения заданий. 

3 Выберите задание согласно своему варианту и приступайте к работе.  

4 После выполнения работы ответьте письменно (в тетради) на контрольные вопросы, 

размещенные  после заданий. 

 

Пример выполнения задания 1 

 

План исследования 

функции 

Пример 

Исследовать функцию средствами дифференциального исчис-

ления и построить ее график 

𝒚 =
−𝟏

𝟒
(𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝟒) 

1. Область 

определения 

функции 

(множество 

возможных 

значений пе-

ременной х) 

D(y)=(-∞;+∞) 

2. Координаты 

точки пересе-

чения с осью 

Оу 

𝑦(0) =
−1

4
(03 − 3 × 02 + 4) = −1 

Точка пересечения с осью Оу : (0;-1) 

3. Исследование 

функции на 

монотонность 

𝑦/ =
−1

4
(3𝑥2 − 6𝑥) 

 
−3

4
𝑥2 +

3

2
𝑥 = 0 

𝑥 (
−3

4
𝑥 +

3

2
) = 0 

X=0 или 
−3

4
𝑥 +

3

2
= 0 

   

 
−3

4
x=

−3

2
 ;   

  x=2 

(-∞;0)U(2;+∞) – функция убывает 

(0;2) – функция возрастает 



28 

4. Определение 

точек экстре-

мума функ-

ции 

𝑦(0) =
−1

4
(03 − 3 × 02 + 4) = −1 

(0;-1) – точка минимума 

𝑦(2) =
−1

4
(23 − 3 × 22 + 4) = 0 

(2;0) – точка максимума 

5. Исследование 

функции на 

выпуклость и 

вогнутость 

𝑦 .. =
−3

4
× 2𝑥 +

3

2
= 0 

𝑦 ..=
−3

2
x+

3

2
= 0; х=1 

6. Определение 

точек пере-

гиба функции 

𝑦(1) =
−1

4
(13 − 3 × 12 + 4) = −0,5 

(1;-0,5) – точка перегиба 

 

7. Определение 

координат 

дополнитель-

ных точек 

𝑦(−1) =
−1

4
((−1)3 − 3 × (−1)2 + 4) = 0; (-1;0) 

 

𝑦(3) =
−1

4
(33 − 3 × 32 + 4) = −1; (3;-1) 

 

8. Построение 

графика 

 
 

Пример выполнения задания 2 

 

Пример 1. Найти наибольшее и наименьшее значения функций  xfy   на заданном 

отрезке. 

𝒚 =
𝒙

𝒙−𝟏
 , [2, 4]. 

Решение: 

1) Находим производную заданной функции: 

(
𝑥

𝑥 − 1
)

,

=
𝑥 . × (𝑥 − 1) − (𝑥 − 1). × 𝑥

(𝑥 − 1)2
=

𝑥 − 1 − 𝑥

(𝑥 − 1)2
=

−1

(𝑥 − 1)2
 

2) Решаем уравнение 𝑦 .(𝑥) = 0: 

−1

(𝑥 − 1)2
= 0 

Данное уравнение корней не имеет, так как числитель не может быть равен нулю. 

3) Находим значение функции на границах интервала: 
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𝑦(2) =
2

2 − 1
= 2 

𝑦(4) =
4

4 − 1
=

4

3
= 1

1

3
 

Следовательно, 𝑦наиб = 2, унаим = 1
1

3
. 

 

Пример 2. Найти наибольшее и наименьшее значения функций  xfy   на заданном 

отрезке. 

𝒚 =
−𝟏

𝟒
(𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝟒), [𝟏, 𝟒]. 

 

Решение: 

1) Находим производную заданной функции: 

𝑦/ =
−1

4
(3𝑥2 − 6𝑥) 

2) Решаем уравнение 𝑦 .(𝑥) = 0: 

−3

4
𝑥2 +

3

2
𝑥 = 0 

𝑥 (
−3

4
𝑥 +

3

2
) = 0 

                                                         X=0 или 
−3

4
𝑥 +

3

2
= 0 

−3

4
x=

−3

2
 ; 

x=2 

3) Так как найденное значение принадлежит заданному отрезку, то находим значения 

функции на границах отрезка и в найденной точке: 

𝑦(2) =
−1

4
(23 − 3 × 22 + 4) = 0 

𝑦(1) =
−1

4
(13 − 3 × 12 + 4) = −0.5 

𝑦(4) =
−1

4
(43 − 3 × 42 + 4) = −5 

Следовательно, 𝑦наиб = 0, унаим = −5. 

 

Пример выполнения задания 3 

 

Из квадратного листа жести со стороной 𝑎  надо изготовить открытую сверху ко-

робку, вырезав по углам квадратики и загнув образовавшиеся кромки. Какой должна быть 

сторона основания коробки, чтобы ее объем был максимальным? 

Решение: 

Обозначим через х длину стороны основания коробки. Тогда длины сторон вырезан-

ных квадратиков равны 
1

2
(𝑎 − 𝑥) , а объем коробки равен 

1

2
(𝑎 − 𝑥) × 𝑥2. По смыслу задачи 

число ч удовлетворяет неравенству 0 < 𝑥 < 𝑎, т.е. принадлежит интервалу (0;a). Таким об-

разом, задача сводится к нахождению наибольшего значения функции 𝑉(𝑥) =
1

2
(𝑎 − 𝑥) ×

𝑥2 на интервале (0; а). 

𝑉 ,(𝑥) = 𝑎𝑥 −
3

2
𝑥2 = 0 

𝑎 (𝑥 −
3

2
𝑥) = 0 
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x=0 или 𝑥 =
3

2
𝑎 

Так как  𝑉(0) =
1

2
(𝑎 − 𝑎) × 02 = 0 и 𝑉(𝑎) = 0, то ни одно из этих значений не может 

быть наибольшим. 

Так как 𝑉 (
2

3
𝑎) =

1

2
(𝑎 −

2

3
𝑎) × (

2

3
𝑎)2 =

2

27
𝑎3, то, следовательно, максимальный 

объем имеет та коробка, сторона основания которой равна 
2

3
. 

 

 

Задание 1. Исследовать средствами дифференциального исчисления функцию y=f(x) и по-

строить ее график.  

1 y = x3 - 9x2 + 24x - 16 

2 y = x3 -11x2 + 39x - 45 

3 y = x3 + 6x2 + 9x + 4 

4 y = x3 + x2 - 5x + 3 

5 y = x3 + 10x2 +32x + 32 

6 y = x3 + 9x2 + 24x + 20 

7 y = x3 - 14x2 + 60x - 72 

8 y = x3 - 12x2 + 45x - 54 

9 y = x3 - 18x2 + 105x -196 

10 y = x3 - 10x2 + 28x - 24 

 

 

Задание 2. Найти наибольшее и наименьшее значения функций  xfy   на заданном от-

резке. 

 

1 
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







6
;0


 

 

Задание 3 

 

1 Кусок проволоки длиной 48 см сгибают так, чтобы образовался прямоугольник. Какую 

длину должны иметь стороны прямоугольника, что его площадь была наибольшей? 

2 Площадь прямоугольника 64 кв. см. Какую длину должны иметь его стороны, чтобы 

периметр был наименьшим? 

3 Открытый бак, имеющий форму прямоугольного параллелепипеда с квадратным осно-

ванием, должен вмещать 13,5 литров жидкости. При каких размерах бака на его изго-

товление потребуется наименьшее количество металла? 

4 Из круглого бревна вырезают балку с прямоугольным сечением наибольшей площади. 

Найдите размеры сечения балки, если радиус сечения бревна равен 20 см. 
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5 Буровая вышка расположена в поле в 9 км от ближайшей точки шоссе. С буровой напра-

вить курьера в пункт, расположенный по шоссе в 15 км от упомянутой точки (считаем 

шоссе прямолинейным). Скорость курьера на велосипеде по полю 8 км/ч, а по шоссе 10 

км/ч. К какой точке шоссе ему надо ехать, чтобы в кратчайшее время достичь пункта? 

6 Разность двух чисел равна 8. Каковы должны быть эти числа, чтобы произведение куба 

первого числа на второе было наименьшим? 

7 Для стоянки машин выделили площадку прямоугольной формы, примыкающую одной 

стороной к стене здания. Площадку обнесли с трех сторон металлической сеткой дли-

ной 200 метров, и площадь ее при этом оказалась наибольшей. Каковы размеры пло-

щадки? 

Контрольные вопросы 

 

1 Сформулируйте необходимое условие существования экстремума функции. 

2 Какие точки называются критическими? 

3 Сформулируйте признак возрастания (убывания) функции. 

4 Сформулируйте признак максимума (минимума) функции. 

 

 

Практическое занятие №6 

 

Тема: Вычисление интегралов. Интегрирование способом подстановки. Вычисление опре-

деленного интеграла. 

Цель работы: получить практические навыки вычисления определенных интегралов по 

формуле Ньютона-Лейбница, методом замены и по частям. 

 

1. Краткие теоретические сведения 

 

  Пусть на отрезке  задана непрерывная функция . 

   Фигура, ограниченная графиком функции , прямыми линиями, 

 называется криволинейной трапецией.  

   Определение. Предел интегральной суммы при называется 

определённым интегралом от функции  и обозначается , т.е. 

. 

    - нижний предел интегрирования, 

    - верхний предел интегрирования, 

    - подынтегральная функция, 

    - подынтегральное выражение; 

    - отрезок интегрирования. 
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   Из определения определённого интеграла вытекает его геометрический смысл: опреде-

лённый интеграл от неотрицательной функции численно равен площади криволинейной 

трапеции. 

 Свойства определённого интеграла. 

 

Определённый интеграл от алгебраической суммы конечного числа функций равен алгеб-

раической сумме определённых интегралов от каждого слагаемого. 

. 

 

Постоянный множитель можно выносить за знак определённого интеграла. 

. 

 

При перестановке местами пределов интегрирования определённый интеграл меняет 

свой знак на противоположный. 

. 

 

Определённый интеграл с одинаковыми пределами равен нулю. 

. 

 

Отрезок интегрирования можно разбивать на части. 

, 

где . 

 

Формула Ньютона - Лейбница. Основные методы вычисления определённого инте-

грала. 

   Вычисляют определённый интеграл по формуле Ньютона - Лейбница: 

,у 

где  - первообразная для функции . 

 

   Формула Ньютона - Лейбница применяется для вычисления определённого интеграла во 

всех случаях, когда может быть найдена первообразная функция  для подынтеграль-

ной функции . 
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   Для вычисления определённого интеграла от функции  по формуле Ньютона - Лей-

бница необходимо сначала найти первообразную , поэтому для вычисления опреде-

лённого интеграла применяют те же приёмы, что и для нахождения неопределённого инте-

грала. 

 

 

 

    Замена переменной в определённом интеграле. 

 

   При вычислении определённого интеграла способом замены переменной дан-

ный интеграл с помощью подстановки  или  преобразуется в другой 

определённый интеграл с новой переменной интегрирования  и являющийся табличным.  

   При этом старые пределы интегрирования  и  заменяются новыми пре-

делы . 

    

   Формула замены переменной в определённом интеграле выглядит следующим образом: 

 

. 

   В данной формуле предполагается, что функции  и  непрерывны на отрезке 

, а функция  определена и непрерывна на отрезке . 

 

   Замечание. В отличие от интегрирования методом замены переменной в неопределённом 

интеграле при таком же способе интегрирования в интеграле определённом к старой пере-

менной интегрирования не возвращаются.   

 

   Интегрирование по частям в определённом интеграле. 

 

   Теорема. Если функции  и  имеют непрерывные производные на от-

резке , то имеет место формула интегрирования по частям в определённом инте-

грале 

 

. 

 

   Замечание 1. При вычислении определённого интеграла по частям используются те же 

рекомендации при выборе функции  и выражения , что и при применении данного 

метода для неопределённого интеграла. 
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   Замечание 2. При вычислении определённого интеграла по частям пределы интегрирова-

ния не пересчитываются. 

 

 

2. Методика решения типовых задач 

 

   2.1     Непосредственное интегрирование. 

   Пример 1. Вычислить определённый интеграл . 

   Решение. Применяя свойство 2 определённого интеграла, табличный интеграл 1 и фор-

мулу Ньютона - Лейбница, имеем: 

. 

 

    

Пример 2. Вычислить . 

   Решение. Последовательно применим свойства 1 и 2 определённого интеграла, табличный 

интеграл и формулу Ньютона - Лейбница, получим: 

 

 

   Пример 3. Вычислить . 

   Решение. Преобразуем подынтегральную функцию, разделив почленно числитель на зна-

менатель, применим свойство определённого интеграла 1 и табличные интегралы, получим  

 

 
a. Замена переменного: 

Пример 4. Вычислить . 

   Решение. Сделаем замену . Пересчитаем 

пределы интегрирования: 
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, 

получаем 

 

. 

 

  Пример 5. Вычислить . 

   Решение. Сделаем замену  и найдём но-

вые пределы интегрирования 

, 

тогда получим 

. 

b. Интегрирование по частям: 

   Пример 8. Вычислить . 

   Решение. Данный интеграл относится ко второй группе, поэтому положим 

, тогда имеем: 

 

= . 

 

  Пример 9. Вычислить . 
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   Решение. Данный интеграл относится к первой группе интегралов, поэтому примем 

, тогда полу-

чим: 

 

  
                                                                                                               

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. Порядок выполнения практической работы 

 

3.1 Изучить краткие теоретические сведения. 

3.2 Решить задания своего варианта (Приложение) 

3.3 Ответить на контрольные вопросы 

 

4. Содержание отчёта 

 

4.1 Тема и цель работы. 

4.2 Решение заданий. 

4.3 Ответы на контрольные вопросы. 

 

 

5. Контрольные вопросы 

 

5.1 Запишите формулу Ньютона-Лейбница. 

5.2 Запишите свойства определенного интеграла. 

5.3 Запишите формулу для вычисления определенного интеграла по частям. 

 

 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

 

ВАРИАНТ №1 ВАРИАНТ №2 
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№1. Вычислить интегралы: 
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№1. Вычислить интегралы: 
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ВАРИАНТ №3 ВАРИАНТ №4 

№1. Вычислить интегралы: 
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№1. Вычислить интегралы: 
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Практическое занятие №7 

 

Тема: Вычисление площадей криволинейных фигур, объемов тел вращения 
 

Цель работы: получить практические навыки вычисления площадей плоских фигур и объ-

емов тел вращения. 

 

1. Краткие теоретические сведения 

 

  Пусть на отрезке  задана непрерывная функция . 

   Фигура, ограниченная графиком функции , прямыми линиями, 

 называется криволинейной трапецией.  

   Определение. Предел интегральной суммы при называется 

определённым интегралом от функции  и обозначается , т.е. 

. 

    - нижний предел интегрирования, 

    - верхний предел интегрирования, 
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    - подынтегральная функция, 

    - подынтегральное выражение; 

    - отрезок интегрирования. 

    

   Из определения определённого интеграла вытекает его геометрический смысл: опреде-

лённый интеграл от неотрицательной функции численно равен площади криволинейной 

трапеции. 

 Свойства определённого интеграла. 

 

Определённый интеграл от алгебраической суммы конечного числа функций равен алгеб-

раической сумме определённых интегралов от каждого слагаемого. 

. 

 

Постоянный множитель можно выносить за знак определённого интеграла. 

. 

 

При перестановке местами пределов интегрирования определённый интеграл меняет 

свой знак на противоположный. 

. 

 

Определённый интеграл с одинаковыми пределами равен нулю. 

. 

 

Отрезок интегрирования можно разбивать на части. 

, 

где . 

 

Формула Ньютона - Лейбница. Основные методы вычисления определённого инте-

грала. 

   Вычисляют определённый интеграл по формуле Ньютона - Лейбница: 

,у 

где  - первообразная для функции . 
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   Формула Ньютона - Лейбница применяется для вычисления определённого интеграла во 

всех случаях, когда может быть найдена первообразная функция  для подынтеграль-

ной функции . 

 

   Для вычисления определённого интеграла от функции  по формуле Ньютона - Лей-

бница необходимо сначала найти первообразную , поэтому для вычисления опреде-

лённого интеграла применяют те же приёмы, что и для нахождения неопределённого инте-

грала. 

 

 

 

    Замена переменной в определённом интеграле. 

 

   При вычислении определённого интеграла способом замены переменной дан-

ный интеграл с помощью подстановки  или  преобразуется в другой 

определённый интеграл с новой переменной интегрирования  и являющийся табличным.  

   При этом старые пределы интегрирования  и  заменяются новыми пре-

делы . 

    

   Формула замены переменной в определённом интеграле выглядит следующим образом: 

 

. 

   В данной формуле предполагается, что функции  и  непрерывны на отрезке 

, а функция  определена и непрерывна на отрезке . 

 

   Замечание. В отличие от интегрирования методом замены переменной в неопределённом 

интеграле при таком же способе интегрирования в интеграле определённом к старой пере-

менной интегрирования не возвращаются.   

 

   Интегрирование по частям в определённом интеграле. 

 

   Теорема. Если функции  и  имеют непрерывные производные на от-

резке , то имеет место формула интегрирования по частям в определённом инте-

грале 

 

. 
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   Замечание 1. При вычислении определённого интеграла по частям используются те же 

рекомендации при выборе функции  и выражения , что и при применении данного 

метода для неопределённого интеграла. 

 

   Замечание 2. При вычислении определённого интеграла по частям пределы интегрирова-

ния не пересчитываются. 

 

Площадь криволинейной трапеции, ограниченной непрерывной кривой y=(x), двумя 

прямыми x=a  и x=b и отрезком a≤x≤b оси абсцисс, вычисляется по формуле: 

 

,)(
b

a

dxxfS   , если (x)≥0 на отрезке от a до b. 


b

a

dxxfS )( , если (x)≤0 на отрезке от a до b. 


b

a

dxxfS )( , если (x)конечное число раз меняет знак  на отрезке от a до b. 

 

b

a

dxxgxfS ))()(( , если площадь фигуры, ограничена двумя непрерывными кривыми 

y=(x) и y=g(x) и двумя прямыми x=a и x=b, где (x) ≥ g(x) на отрезке от a до b. 

 

Объем тела, образованного  вращением вокруг оси Оx криволинейной трапеции, огра-

ниченной непрерывной кривой y=(x), осью абсцисс и двумя прямыми x=a  и x=b (а‹b), 

находится по формуле:   ,)(
2



b

a

x dxxfV   

аналогично, объем тела вращения вокруг оси Оу криволинейной трапеции, ограничен-

ной непрерывной кривой x=φ(y), осью ординат и двумя прямыми y =d  и y=d (c‹d), нахо-

дится по формуле:   ,)(
2



d

c

y dyyV   

 

2. Методика  решения типовых  задач 

 

   2.1     Непосредственное интегрирование. 

   Пример 1. Вычислить определённый интеграл . 

   Решение. Применяя свойство 2 определённого интеграла, табличный интеграл 1 и фор-

мулу Ньютона - Лейбница, имеем: 

. 

 

    

u dv


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Пример 2. Вычислить . 

   Решение. Последовательно применим свойства 1 и 2 определённого интеграла, табличный 

интеграл и формулу Ньютона - Лейбница, получим: 

 

 

   Пример 3. Вычислить . 

   Решение. Преобразуем подынтегральную функцию, разделив почленно числитель на зна-

менатель, применим свойство определённого интеграла 1 и табличные интегралы, получим  

 

 
a. Замена переменного: 

Пример 4. Вычислить . 

   Решение. Сделаем замену . Пересчитаем 

пределы интегрирования: 

, 

получаем 

 

. 

 

  Пример 5. Вычислить . 
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   Решение. Сделаем замену  и найдём но-

вые пределы интегрирования 

, 

тогда получим 

. 

b. Интегрирование по частям: 

   Пример 8. Вычислить . 

   Решение. Данный интеграл относится ко второй группе, поэтому положим 

, тогда имеем: 

 

= . 

 

  Пример 9. Вычислить . 

   Решение. Данный интеграл относится к первой группе интегралов, поэтому примем 

, тогда полу-

чим: 

 

. 

2.4 Пример 10.  Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями  
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4
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Решение. 
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2.5 Пример 11. Вычислить объем тела, полученного вращением вокруг оси Оx криволи-

нейной трапеции, ограниченной гиперболой 
x

y
4

 , прямыми x=3, x=12 и осью абсцисс. 

Решение. Пользуясь формулой для вычисления объема, находим 
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3. Порядок выполнения практической работы 

 

3.1 Изучить краткие теоретические сведения. 

3.2 Решить задания своего варианта (Приложение) 

3.3 Ответить на контрольные вопросы 

 

4. Содержание отчёта 

 

4.1 Тема и цель работы. 

4.2 Решение заданий. 

4.3 Ответы на контрольные вопросы. 

 

 

5. Контрольные вопросы 

 

5.1 Запишите формулу Ньютона-Лейбница. 

5.2 Запишите формулу для вычисления площади плоской фигуры при помощи определен-

ного интеграла. 

5.3 Запишите формулу для вычисления объема тела вращения. 

 

 

ПРИЛОЖЕНИЕ 
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ВАРИАНТ №1 ВАРИАНТ №2 

№1. Вычислить интегралы: 








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

e

xdxxв

xdxxб

dxxxа
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3

2

0

1
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)526()
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№2. Вычислить площадь фигуры, ограни-

ченной линиями. 

.23

,2 2





xy

xy
Сделать чертеж. 

№3. Вычислить объем тела, полученного 

вращением вокруг оси Оx криволинейной 

трапеции, ограниченной кривой

2 xy , прямыми x=2, x=4 и осью абс-

цисс. Сделать чертеж. 

№4 Вычислить путь, пройденный телом. 

,13 2  tV  
,01 t  4t 2   

 

 

№1. Вычислить интегралы: 
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№2. Вычислить площадь фигуры, ограни-

ченной линиями. 

.14

,22





xy

xy
 Сделать чертеж. 

№3. Вычислить объем тела, полученного 

вращением вокруг оси Оx криволинейной 

трапеции, ограниченной кривой
x

y
3

 , 

прямыми x=3, x=6 и осью абсцисс. Сде-

лать чертеж. 

№4 Вычислить путь, пройденный телом. 

,2 2 ttV   
,11 t  .3t 2   

 

ВАРИАНТ №3 ВАРИАНТ №4 

№1. Вычислить интегралы: 
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№2. Вычислить площадь фигуры, ограни-

ченной линиями. 

.5

,52





xy

xxy
 Сделать чертеж. 

№3. Вычислить объем тела, полученного 

вращением вокруг оси Оx криволинейной 

трапеции, ограниченной кривой 
x

y
2

 , 

прямыми x=1, x=2 и осью абсцисс. Сде-

лать чертеж. 

№4 Вычислить путь, пройденный телом. 

№1. Вычислить интегралы: 
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№2. Вычислить площадь фигуры, ограни-

ченной линиями. 

.16

,62





xy

xy
 Сделать чертеж. 

№3. Вычислить объем тела, полученного 

вращением вокруг оси Оx криволинейной 

трапеции, ограниченной прямой 13  xy , 

прямыми x=1, x=3 и осью абсцисс. Сде-

лать чертеж.  

№4. Вычислить путь, пройденный телом. 

,32  ttV  
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,46  tV  
,21 t  .3t 2   

,01 t  .5t 2   
 

 

 

Практическое занятие №8 

 

Тема: Действия над комплексными числами в алгебраической, тригонометрической и по-

казательной формах. 

Цель работы: получить практические навыки выполнения действий с комплексными чис-

лами в различных формах записи, нахождения модуля и аргумента комплексного числа, 

решения квадратных уравнений с отрицательным дискриминантом. 

 

1. Краткие теоретические сведения 

 

Комплексным числом z называется выражение вида 

 

iyxz  , 

 

где yx,  - действительные числа, i  - мнимая единица  

12 i . 

 

x  - действительная часть комплексного числа  zRe , 

y  - мнимая часть комплексного числа.  zIm  

 

 

   Два комплексных числа 111 iyxz   и 222 iyxz   называются равными, если  

равны их действительные и мнимые части: 

2121 , yyxx    

    

   Два комплексных числа iyxz   и iyxz  , отличающиеся лишь знаком мнимой 

части, называются сопряженными. 

 

    Запись комплексного числа  

iyxz  , 

 

 называется  алгебраической формой записи     комплексного числа z. 

 

 

   Действия с комплексными числами в  алгебраической форме записи. 

 

1. Сложение  

    Суммой двух комплексных чисел 111 iyxz   и 222 iyxz   называется комплекс-

ное число, определяемое равенством: 

 

   212121 yyixxzzz   

 

2. Вычитание  
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    Разностью двух комплексных чисел 111 iyxz   и 222 iyxz  называется ком-

плексное число: 

        212121 yyixxzzz   

 

3. Умножение  

    Произведением комплексных чисел 111 iyxz   и 222 iyxz   называется ком-

плексное число: 

   1221212121 yxyxyyxxzzz   

  

    На практике, чтобы выполнить умножение комплексных чисел   

 

 21 zz  11 iyx   22 iyx   

 

нужно раскрыть скобки, заменить 12 i , а затем привести подобные слагаемые. 

 

4. Деление  

    Частное двух  комплексных чисел 1z  и 02 z  находят по следующему правилу:  

числитель и знаменатель дроби 

2

1

z

z
 умножают на число 2Z , сопряженное знаменателю, 

раскрывают скобки,  заменяют 12 i , приводят подобные слагаемые  и почленно делят 

числитель на знаменатель. 

 

 

   Возведение в степень комплексного числа и извлечение корня n -ой степени из комплекс-

ного числа в алгебраической форме не выполняют. 

 

   Геометрическое изображение комплексного числа. 

 

   Комплексное число iyxz  , изображают на координатной плоскости в виде радиус-

вектора, конец которого имеет координаты  yx;   

 

 

   Длина радиус-вектора называется модулем комплексного числа, обозначается r  и вы-

числяется по формуле: 

22 yxr   

 

   Угол, который радиус-вектор, изображающий комплексное число, образует  с положи-

тельным направлением оси OX , называется аргументом комплексного числа и обозна-

чается  . 

 

   Аргумент комплексного числа удобно определять с помощью следующей таблицы: 

 

Четверть, в которой находится радиус-век-

тор, изображающий комплексное число 

Формула для определения аргумента 

 

I 

 

0   



47 

 

II,  III 

 

  0  

 

IV 

 

 20   

 

где 0  определяют по формуле: 

x

y
arctg0 . 

 Тригонометрическая форма записи комплексного числа: 

 

  sinsin irz   

 

   Показательная форма записи комплексного числа: 

 
ierz   

 

   Действия с комплексными числами в тригонометрической и показательной формах 

записи: 

 

Действие Тригонометрическая форма записи 

 1111 sinsin  irz   

 2222 sinsin  irz   

 

Показательная 

форма записи 

1
11

i
erz   

2
22

i
erz   

 

 

Умноже-

ние 

 

    21212121 sincos   irrzz  

 

 
 21

2121
 


i

errzz  

 

Деление  

 

    2121

2

1

2

1 sincos   i
r

r

z

z
 

 

 21

2

1

2

1  


i
e

r

r

z

z
 

 

Возведение 

в целую 

степень 

 

 

  ninrz nn sincos   

 

 
innn erz   

 

Извлече-

ние корня 

n -ой сте-

пени 

 








 





n

k
i

n

k
rz n

k

 2
sin

2
cos , 

 10  nk  

 

n

k
i

n
k erz

 2


 , 

 10  nk  

 

2.  Методика  решения типовых  задач 

 

2.1 Пример 1. Выполнить действия в алгебраической форме 

  
   ii

ii





331

7657
. 
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 Решение.   В числителе дроби раскроем скобки, а в знаменателе выполним сложение ком-

плексных чисел, сложив соответственно действительные и мнимые части: 

 

  
    i

i

i

i

i

iii

ii

ii

44

1977

44

193542

44

35304942

331

7657 2



















. 

 

    Умножим теперь числитель и знаменатель дроби на выражение i44  , сопряжённое зна-

менателю: 

   
   

i
i

i

iii

ii

ii
12

16

117

32

384234

1616

7676308308

4444

441977
2

2













. 

 

2.2 Пример 2. Даны числа iziz
3

1

3

1
,

2

3

2

1
21  . Выполнить в тригонометриче-

ской форме записи 3
121 , zzz  , в показательной форме 

2

1

z

z
, 

4

2z . 

Решение. Найдём модули и аргументы чисел 1z  и 2z : 

1
2

3

2

1
22

1 





















r . 

 

3

2

3

1

3

1
22

2 
















r . 

   Радиус-вектор, изображающий число 1z  находится в IV четверти, поэтому аргумент 

числа 1z  находим по формуле 

 

3

5
2

3
232

2

1
2

3

201





 



 arctgarctg  

   Радиус-вектор, изображающий число 2z  находится в III четверти, поэтому аргумент 

числа 2z  находим по формуле 

 

4

5

4
1

3

1

3

1

202





 





 arctgarctg  

   Запишем числа 1z  и 2z в тригонометрической и показательной формах: 

3

5
sin

3

5
cos1


iz  , 










4

5
sin

4

5
cos

3

2
2


iz  
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i

ez 3

5

1



 ,   
i

ez 4

5

2
3

2


 . 

 

 

   Найдём 21 zz   (см. таблицу): 















































12

11
sin

12

11
cos

3

2

12

35
sin

12

35
cos

3

2

4

5

3

5
sin

4

5

3

5
cos

3

2
21





i

i
iizz

 

 

   Найдём 3
1z  (см. таблицу): 

   
9

5
sin

9

5
cos,0 0,1


izk   

   
9

11
sin

9

11
cos

3

2
3

5

sin
3

2
3

5

cos,1 1,1









iizk 







  

   
9

17
sin

9

17
cos

3

4
3

5

sin
3

4
3

5

cos,2 2,1









iizk 







  

 

   Найдём 

2

1

z

z
 (см. таблицу): 

ii

ee
z

z
12

5

4

5

3

5

2

1

2

23

3

2

1













 

 

   Найдём 
4
2z  (см. таблицу): 

ii
i

eeez 



81

4

81

4

3

2 54

5
4

4

4
2 













 



 

2.3   Пример 3. Решить уравнение с отрицательным дискриминантом .01342  xx  

 

   Решение. Вычислим дискриминант квадратного уравнения: 

3613444 22  acbD . 

   Представим 
23636136 i  

Воспользуемся формулой корней квадратного уравнения, получим 

 

i
ii

a

Db
x 32

2

64

2

364

2

2

2,1 








 . 
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   Таким образом, корнями квадратного уравнения с отрицательным дискриминантом явля-

ются два комплексно сопряжённых числа. В данном случае  

iziz 32,32 21   

          

3. Порядок выполнения практической работы 

 

3.1 Изучить краткие теоретические сведения. 

3.2 Решить задания своего варианта (Приложение) 

3.3 Ответить на контрольные вопросы 

 

4. Содержание отчёта 

 

4.1 Тема и цель работы. 

4.2  Решение заданий. 

4.3 Ответы на контрольные вопросы. 

 

5.Контрольные вопросы 

 

5.1 Дайте определение комплексного числа. 

5.2 Что называется мнимой единицей? 

5.3 Как записывают комплексное число в алгебраической форме? 

5.4 Как выполняют сложение, вычитание, умножение и деление комплексных чисел 

в алгебраической форме записи? 

5.5 Как геометрически изображают комплексное число? 

5.6 Что называется  модулем и аргументом комплексного числа? Запишите формулу 

вычисления модуля и аргумента. 

5.7 Как записывают комплексное число в тригонометрической форме, в показатель-

ной форме? 

5.8 Как выполняют умножение, деление, возведение в степень и извлечение корня 

целой степени в тригонометрической и показательной формах записи (запишите 

формулы)? 

 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

 

ВАРИАНТ №1 ВАРИАНТ №2 

 

 

№1. Выполнить действия в алгебраиче-

ской форме: 

   
   ii

ii

2332

32




 

 

 

 

№2. Даны числа iz
7

3

7

1
1   и 

iz 
5

3

5

3
2 . 

 

 

 

№1. Выполнить действия в алгебраической 

форме: 

   
   ii

ii





23

354
 

 

 

 

№2. Даны числа iz
8

3

8

1
1   и 

iz  312 . 
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b) Записать числа 1z  и 2z  в триго-

нометрической и показательной 

формах, геометрически изобра-

зить эти числа. 

 

c) Найти 21 zz   и 

2

1

z

z
 в тригоно-

метрической форме. 

 

 

 

d) Найти 3
1z  в показательной 

форме. 

 

 

 

 

 

№3. Решить уравнение: 0522  xx  

 

a) Записать числа 1z  и 2z  в тригоно-

метрической и показательной фор-

мах, .геометрически изобразить эти 

числа. 

 

b) Выполнить действия в   тригономет-

рической  форме 

2

1

z

z
,   

3

1z . 

 

 

c)  Выполнить действия в показатель-

ной форме 3
221 , zzz  . 

 

 

 

 

№3. Решить уравнение: 02582  xx  

 

 

 

ВАРИАНТ №3 ВАРИАНТ №4 

 

 

№1. Выполнить действия в алгебраиче-

ской форме: 

   
   ii

ii

222

413




 

 

 

 

№2. Даны числа iz
2

2

2

2
1   и 

iz  3442 . 

 

 

 

a) Записать числа 1z  и 2z  в триго-

нометрической и показательной 

формах, геометрически изобра-

зить эти числа. 

 

b) Выполнить действия в   тригоно-

метрической форме 21 zz  ,   3
1z

. 

 

 

 

 

№1. Выполнить действия в алгебраической 

форме: 

   
   ii

ii

4354

6775




 

 

 

 

№2. Даны числа iz
3

3

3

1
1   и 

iz 
4

3

4

3
2 . 

 

 

a) Записать числа 1z  и 2z  в тригоно-

метрической и показательной фор-

мах, геометрически изобразить эти 

числа. 

 

b) Выполнить действия в   тригономет-

рической  форме 
5

2z ,   4
1z  
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c) Выполнить действия в показа-

тельной форме 
3

2

1

2 , z
z

z
. 

 

 

 

№3. Решить уравнение: 01862  xx  

 

c) Выполнить действия в показатель-

ной форме 21

2

1 , zz
z

z
 . 

 

 

 

№3. Решить уравнение: 01782  xx  

 

 

 

Практическая работа №9 

Тема: Решение задач на геометрическое представление комплексного числа 

Цель работы: отработать действия с комплексными числами в алгебраической форме. 

Научиться находить модуль и аргумент комплексного числа. 

1. Краткие теоретические сведения. 

𝑧 = 𝑎 + ⅈ𝑏 − алгебраическая форма комплексного числа. 

     𝑧1 = 𝑎1 + ⅈ𝑏1  ;   𝑧2 = 𝑎2 + ⅈ𝑏2 

Действия над числами в алгебраической форме: 

1) 𝑧1 + 𝑧2 = (𝑎1 + 𝑎2) + ⅈ(𝑏1 + 𝑏2) 

 

2) 𝑧1 − 𝑧2 = (𝑎1 − 𝑎2) + ⅈ(𝑏1 − 𝑏2) 

 

3) 𝑧1 ∗  𝑧2 = (𝑎1 + ⅈ𝑏1) ∗ (𝑎2 + ⅈ𝑏2) = (𝑎1𝑎2 − 𝑏1𝑏2) + ⅈ(𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1) 

 

4) 
𝑧1

𝑧2
=

𝑎1+ⅈ𝑏1

𝑎2+ⅈ𝑏2
=

(𝑎1+ⅈ𝑏1)(𝑎2−ⅈ𝑏2)

(𝑎2+ⅈ𝑏2)(𝑎2−ⅈ𝑏2)
=

(𝑎1𝑎2+ 𝑏1𝑏2) + ⅈ(𝑎2𝑏1− 𝑎1𝑏2)

𝑎2
2+𝑏2

2    

 

𝑧 = 𝑎 + ⅈ𝑏 

𝑟 = √𝑎2 + 𝑏2 − модуль комплексного числа. 

𝑡𝑔 𝜑 =
𝑏

𝑎
,    𝜑 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

𝑏

𝑎
 – аргумент комплексного числа. 

2. Методика решения типовых задач. 

1. Дано:  𝑧1 = 4 + 3ⅈ   ;   𝑧2 = 2 − ⅈ 

Вычислить:  𝑧1 + 𝑧2  ; 𝑧1 − 𝑧2 ;  𝑧1 ∗ 𝑧2 ;   
𝑧1

 𝑧2
 

Решение: 

 𝑧1 + 𝑧2 = 4 + 3ⅈ + 2 − ⅈ = 6 + 2ⅈя 

𝑧1 − 𝑧2 = 4 + 3ⅈ − (2 − ⅈ) = 4 + 3ⅈ − 2 + ⅈ = 2 + 4ⅈ 

𝑧1 ∗ 𝑧2 = (4 + 3ⅈ) ∗ (2 − ⅈ̇) = 8 − 4ⅈ + 6ⅈ − 3ⅈ2 = 11 + 2ⅈ 

𝑧1

𝑧2
=

4 + 3ⅈ

2 − ⅈ
=

(4 + 3ⅈ)(2 + ⅈ)

(2 − ⅈ)(2 + ⅈ)
=

8 + 4ⅈ + 6ⅈ + 3ⅈ2

4 − ⅈ2
=

5 + 10ⅈ

5
= 1 + 2ⅈ 

2. Найти модуль и аргумент 𝑧 = −√2 + √2ⅈ. 

𝑎 = −√2, 𝑏 = √2 
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𝑟 = √(−√2)
2

+ (√2)
2

= √2 + 2 = √4 = 2 − модуль 

𝑡𝑔 𝜑 =
√2

−√2
= −1   →    𝜑 = −

𝜋

4
,   𝜑 = −

𝜋

4
+ 𝜋 =

3𝜋

4
  (т.к. число находится во второй чет-

верти) 

3. Решить уравнение на множестве комплексных чисел. 

𝑥2 − 2𝑥 + 2 = 0 

𝐷 = 4 − 4 ∗ 2 = −4 = 4ⅈ2 

𝑥1 =
2+2ⅈ

2
= 1 + ⅈ  и  𝑥2 =

2−2ⅈ

2
= 1 − ⅈ 

 

3. Порядок выполнения практической работы 

3.1 Изучить краткие теоретические сведения. 

3.2 Решить задания своего варианта (Приложение) 

3.3 Ответить на контрольные вопросы 

4. Содержание отчёта 

4.1 Тема и цель работы. 

4.3  Решение заданий. 

4.3 Ответы на контрольные вопросы. 

            5.Контрольные вопросы 

5.1 Дайте определение комплексного числа. 

5.2 Что называется мнимой единицей? 

5.3 Как записывают комплексное число в алгебраической форме? 

5.4 Как выполняют сложение, вычитание, умножение и деление комплексных чисел 

в алгебраической форме записи? 

5.5 Как геометрически изображают комплексное число? 

5.6 Что называется модулем и аргументом комплексного числа? Запишите формулу 

вычисления модуля и аргумента. 

 

Задания для практической работы. 

 

         Вариант 1                                                                                                                   Вари-

ант 2 

1. Вычислить  𝑧1 + 𝑧2;   𝑧1 − 𝑧2;  3𝑧1 + 2𝑧2. 

     𝑧1 = 5 + 3ⅈ                                                                                                              𝑧1 = 8 −

2ⅈ  

     𝑧2 = 2 − 2ⅈ                                                                                                               𝑧2 =

3 + ⅈ 

2. Вычислить  𝑧1 ∗  𝑧2 ;   
𝑧1

𝑧2
. 
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     𝑧1 = 4 − 5ⅈ                                                                                                               𝑧1 =

6 + ⅈ 

     𝑧2 = 3 + 2ⅈ                                                                                                               𝑧2 =

2 − 2ⅈ 
3. Вычислить: 

     
(1−2ⅈ)(2+ⅈ)

3−2ⅈ
                                                                                                

2+3ⅈ

(4+ⅈ)(2−2ⅈ)
 

4. Решить уравнение на множестве комплексных чисел: 

 

1) 𝑥2 − 2𝑥 + 5 = 0                                                                                        1) 5𝑥2 + 2𝑥 +

2 = 0 

2) 36𝑥2 + 36𝑥 + 13 = 0                                                                               2) 𝑥2 − 6𝑥 +

16 = 0 

 

5. Найти модуль и аргумент: 

1) 𝑧 =
√3

2
−

1

2
ⅈ                                                                                                  1) 𝑧 = −2 − 2ⅈ 

2) 𝑧 = −√3 + ⅈ                                                                                                2) 𝑧 = 4 −

4√3 ⅈ 
 

         Вариант 3                                                                                                                   Вари-

ант 4 

 

1. Вычислить  𝑧1 + 𝑧2;   𝑧1 − 𝑧2;  5𝑧1 + 2𝑧2. 

         𝑧1 = 6 − 4ⅈ                                                                                                                  𝑧1 =

12 + 5ⅈ 

       𝑧2 = 10 + 3ⅈ                                                                                                                𝑧2 = 4 −

2ⅈ 

2. Вычислить  𝑧1 ∗  𝑧2 ;   
𝑧1

𝑧2
 

 

𝑧1 = −3 + 4ⅈ                                                                                                             𝑧1 =

8 − 5ⅈ 

𝑧2 = 6 + 2ⅈ                                                                                                              𝑧2 =

2 + 2ⅈ 
3. Вычислить: 

 
5+2ⅈ

2−5ⅈ
−

3−4ⅈ̇

4+3ⅈ
                                                                                                                

7−3ⅈ

3+7ⅈ
+

1+ⅈ

1−ⅈ
 

 

4. Решить уравнение на множестве комплексных чисел: 

 

1) 𝑥2 + 2𝑥 + 2 = 0                                                                                             1) 𝑥2 + 16 =

0 

2) 5𝑥2 + 6𝑥 + 5 = 0                                                                                          2) 3𝑥2 −

14𝑥 +
218

3
= 0 

5. Найти модуль и аргумент: 
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1) 𝑧 = 2 + 2ⅈ                                                                                                      1) 𝑧 =
1

2
+

√3

2
ⅈ 

2) 𝑧 = √3 − ⅈ                                                                                                        2) 𝑧 = 1 − ⅈ 
 

ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА № 10 

 

Тема: Действия с матрицами: сложение, вычитание матриц, умножение матрицы на 

число, транспонирование матрицы 
Цель: отработка умений и навыков выполнения действий с матрицами, вычисления опре-

делителей. 

Критерии оценки: 

 

Оценка Критерии оценки 

отлично работа выполнена полностью, в решении нет математических ошибок 

(возможна одна неточность, описка, не являющаяся следствием не-

знания или непонимания учебного материала), получены правильные 

ответы на контрольные вопросы 

хорошо работа выполнена полностью, допущена одна ошибка или два-три 

недочета в выкладках, получены правильные ответы на контрольные 

вопросы 

удовлетворительно решено первое задание и пример а) из второго задания, получены 

правильные ответы на контрольные вопросы 

неудовлетворительно Не решено первое задание и пример а) из второго задания, не полу-

чены правильные ответы на контрольные вопросы 

 

 

Инструкция по выполнению работы: 

 

1 Запишите в тетрадь для практических работ тему и цель занятия. 

2 Внимательно ознакомьтесь с Основными теоретическими сведениями, включающими 

также примеры решения задач. 

3 Выберите задания согласно своему варианту и приступайте к работе.  

4 После выполнения работы ответьте письменно (в тетради) на контрольные вопросы, 

размещенные  после заданий. 

 

 

Основные теоретические сведения и примеры решения заданий 

 

Матрица – это прямоугольная таблица каких-либо элементов. В качестве элементов 

мы будем рассматривать числа, то есть числовые матрицы. ЭЛЕМЕНТ – это термин. Тер-

мин желательно запомнить, он будет часто встречаться. 

Обозначение: матрицы обычно обозначают прописными латинскими буквами А, В, 

С,… 

 

Действия с матрицами: 

 

1) Вынесение минуса из матрицы (внесение минуса в матрицу). 
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Вынесем минус за пределы матрицы, сменив у КАЖДОГО элемента матрицы знак:  

 
Внесем минус в матрицу, сменив у КАЖДОГО элемента матрицы знак: 

 
 

2) Умножение матрицы на число. 
Пример: 

 
Пример: 

 
 

3) Транспонирование матрицы 
Для того чтобы транспонировать матрицу, нужно ее строки записать в столбцы 

транспонированной матрицы.  

Пример: 

Транспонировать матрицу D = (7   3   – 12   0   34).  

Строка здесь всего одна и, согласно правилу, её нужно записать в столбец: 

 – транспонированная матрица. 

 

4) Сумма (разность) матриц. 
Для того чтобы сложить матрицы, необходимо сложить их соответствующие эле-

менты: 

 
Для разности матриц правило аналогичное, необходимо найти разность соответ-

ствующих элементов. 

 

5) Умножение матриц. 
Чтобы матрицу К  можно было умножить на матрицу L необходимо, чтобы число 

столбцов матрицы К  равнялось числу строк матрицы L. 
Пример: 
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Внимание!  Понятия квадрата матрицы не существует!  

Если для матрицы А необходимо вычислить А𝟐, то это означает, что необходимо вы-

полнить действие А*А. 

 

 

Вычисление определителей 

 

Определитель можно вычислить только для квадратной матрицы! 
На практике чаще всего можно встретить определитель второго порядка, например:  

Обозначения: Если дана матрица А = (
11 −3

−15 −2
) , то ее определитель обозначают 

|А|. Также очень часто определитель обозначают латинской буквой D  или греческой Δ. 

Начнем с определителя «два» на «два»: 

 
Сразу рассмотрим пример: 

 
Самое главное, НЕ ЗАПУТАТЬСЯ В ЗНАКАХ. 

 

Определитель матрицы «три на три»  
Пример: 

 
 

Задания для самостоятельной работы 

 

Задание 1. Найти значение матричного многочлена  2АВ + 5В2+3ВА, если:  

1 

 


















401

012

121

А

               


















102

013

312

В

 

6 






















411

011

107

А

               




















133

110

415

В

 

2 




















210

611

122

А

                


















132

110

012

В

 

7 


















202

313

122

А

                


















308

512

111

В

 

3 
























701

111

120

А

              




















102

013

342

В

 

8 
























101

413

111

А

            






















243

112

110

В
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4 
























401

413

121

А

           




















102

013

123

В

 

9 


















242

333

103

А

               


















218

011

162

В

 

5 




















115

012

101

А

            






















123

113

312

В

 

10 




















431

711

120

А

              


















111

510

423

В

 

 

Задание 2.  Вычислить определители: 

 

1.  а) 
10220

3516

  б)    
12230

1241

322066







    в)    
9754

18236

1240315

10842









 

 

 

2.   а)    
125

3311 

   б)    
122332

4229

34013







   в)    
34101223

56771318

761125

23304129









 

 

 

3.   а)    
105

305





   б)   
504540

351510

52025







  в)    
4894239

36272418

362118

30154533









     

 

4.   а)    
1216

2040 

   б)    
665442

361248

182460







  в)    
1761245100

102162167

4353418

30154543









     

 
 

5.   а)    
2416

8048





   б)    
884563

367256

403264





  в)    
18164698

761082270

52443810

501410040








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6.   а)    
1723

1337

  б)    
814916

385239

113129





  в)    
78577388

34897034

757656103

59615156









     

 
 

7.   а)    
6229

7651


  б)    

517986

385737

807828


   в)    

28271218

32215610

72785287

58815623





     

 
 

8.   а)    
5878

9716 

   б)    
127634

895668

804567





  в)    
34304058

67577668

87458965

101364576





 

 
 

9.   а)    
4539

6745





   б)    
982374

45690

237856





   в)     
76579823

45894787

29903487

23585656









 

 
 

10.  а)   
7654

4076 

   б)    
98339

76276

324256





   в)    
33783487

4318674

89239745

34672356







 

 
 

Контрольные вопросы 

 

1 Перечислите свойства определителей. 

2 Дайте определение ранга матрицы. 

 

 

Практическое занятие №11 

 

Тема: Решение задач по теории вероятностей. 

Цель занятия: отработать навык решения задач по данной теме. 

 

1. Краткие теоретические сведения: 

1. Элементы комбинаторики. 

Размещения – упорядоченные выборки k элементов из n )( nk   
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 !
!

kn

n
Ak

n


  

Перестановки – выборки, которые отличаются только порядком расположения 

элементов. 

!nn    n

rn A  

Сочетания – неупорядоченные выборки k элементов из n элементов  .nk   

 !!

!

knk

n
C k

n


  или 
   

!

1...1

k

knnn
C k

n


  

Бином Ньютона:   ,...222111 non

n

n

n

n

n

ono

n

n
baCbaCbaCbaCba  

где 

k

nC биноминальные коэффициенты. 

 

2. Элементы теории вероятности. 

Пусть A событие, его вероятность,   ,
n

m
  где m число исходов благо-

приятствующих событию ,A  n число всех исходов. 

Если A  и B  несовместные события, то: 

     
     BABA

BABA




 

Если A  и B произвольные события, то: 

       
         BABABABA

ABBABA

/\ 


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Примеры решения задач: 

Задание 1. 

Решить систему уравнений 

66

2

2






 у

х

х

у

х С

С

С

1) 662 xС ,                                 

 
66

!2

1


 xx
  

12

0132

132

1

2

2







x

xx

xx

 

 112x посторонний корень 

т.к. 2x . 

Ответ: 5,12  yx  

2) используя формулу (
kn

n

k

n CC  ) 

  ,2

12

12

12

  yy CС  откуда 

   
5

,212





y

yy
           

 

 

 

 

                                            

Задание 2. 

Решить уравнение 2

3

3

2 4   nn AA  

 
 

 
 !5

!3
4

!5

!2










n

n

n

n
 откуда ,42 n .6n  

 

Задание 3. 

В урне 12 белых и 8 черных шаров. Вынимают на удачу два шара. Какова 

вероятность того, что оба шара окажутся черными? 




 190
2

2019

!2!18

!202

20С число возможных случаев сочетаний по два. 




 28
2

87

!2!6

!82

8С число возможных случаев появления двух черных шаров. 

 147,0
95

14

190

28
вероятность появления двух черных шаров. 

 

Задание 4. 

У продавца имеется 10 красных, 8 синих, 5 зеленых и 15 желтых шаров. 

Вычислить вероятность того, что купленный шар окажется красным, синим или 

зеленым. 

Пусть событие A  купленный шар красный 

            событие B  купленный шар синий 

            событие С купленный шар зеленый.  

      .
38

5
,

38

8
,

38

10
CBA   

Так как события CBA ,, несовместны, то 

        .605,0
38

23

38

5

38

8

38

10
 CBACBA  

Задание 5. 
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В первой урне находятся 6 черных и 4 белых шара, во второй 5 черных и 7 белых 

шаров. Из каждой урны извлекают по одному шару. Какова вероятность того, что оба шара 

окажутся белыми? 

Пусть событие A из 1-ой урны извлечен белый шар, событие B из 2-ой урны из-

влечен белый шар. Очевидно, события А и В независимы. 

  ,
5

2

10

4
 A    .

12

7
 B  

      .
30

7

60

14

12

7

5

2
 BAPAB  

 

4. Задания: 

Вариант 1 

1. Вычислить: .,, 3

5

3

6

3

7

13

15

4

10 AAACA   

2. Решить уравнение: 1532

x C  

3. В урне 7 белых и 5 черных шаров. Найти вероятность того, что  

а) наудачу вынутый шар окажется черным; 

б) два наудачу вынутых шара окажутся черными. 

4. В одной урне находятся 4 белых и 8 черных шаров, а в другой 3 белых и 9 

черных. Из каждой урны вынули по шару. Найти вероятность того, что оба ока-

жутся белыми 

 

Вариант 2 

1. Вычислить: .,, 2

3

2

4

2

5

9

12

8

5 AAACA   

2. Решить уравнение: 2122

x C  

3. В урне 9 синих и 13 зеленых шаров. Найти вероятность того, что 

а) наудачу вынутый шар окажется зеленым; 

б) два наудачу вынутых шара окажутся зелеными; 

4. В одной урне находятся 4 белых и 8 черных шаров, а в другой 3 белых и 9 

черных. Из каждой урны вынули по шару. Найти вероятность того, что оба ока-

жутся черными. 

 

Вариант 3 

1. Вычислить: .,, 0

5

4

6

3

8

5

12 ССCA   

2. Решить уравнение: 33

2x 14 xAA   

3. В урне 8 красных и 10 синих шаров. Найти вероятность того, что 

а) наудачу вынутый шар окажется синим; 

б) два наудачу вынутых шара окажутся синими; 

4. В одной урне находятся 5 белых и 4 черных шаров, а в другой 6 белых и 8 

черных. Из каждой урны вынули по шару. Найти вероятность того, что оба ока-

жутся белыми. 

 

Вариант 4 

1. Вычислить: 
3

6

4

6

5

68

12

3

10 ,,
A

AA
CA


 

2. Решить уравнение: xA 123

x   

3. В урне 7 белых и 9 черных шаров. Найти вероятность того, что 
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а) наудачу вынутый шар окажется белым; 

б) два наудачу вынутых шара окажутся белыми; 

4. В одной урне находятся 5 белых и 4 черных шаров, а в другой 6 белых и 8 

черных. Из каждой урны вынули по шару. Найти вероятность того, что оба ока-

жутся черными. 

 

5. Порядок выполнения работы: 

5.1. Изучить краткие теоретические сведения 

5.2. Решить задания своего варианта 

 

6. Содержание отчета: 

6.1. Тема и цель занятия 

6.2. Решение заданий 

6.3. Ответы на контрольные вопросы 

 

7. Контрольные вопросы:  

1. Чему равна вероятность достоверного события? 

2. Чему равна вероятность невозможного события 


